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"  On  ne  saurait  énumérer  tout  ce  que  ce  genre 
"  de  calcul  a  fait  faire  de  découvertes  dans 
"  l'analyse  mathématique  et  dana  la  philosopliie 
"  naturelle.  Il  n'est  presque  pas  une  question 
"  un  peu  élevée  de  mathématiques  pures  ou 
"  appliquées  qui  n'en  dépende,  et  qui  puisse  être 
"  résolue  sans  lui."  Biot. 
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Ce  traité,  comme  le  titre  l'indique,  est  pure- 
ment élémentaire  :  il  est  destiné  à  suppléer 
d'autres  ouvrages  plus  volumineux  et  trop 
difficiles  pour  la  plupart  de  ceux  qui  com- 
mencent à  se  livrer  à  cette  étude.  De  nom- 
breuses applications  y  ont  été  substituées  à 
plusieurs  théories  compliquées,  que  renfer- 
ment ordinairement  des  traités  plus  étendus. 
Joindre  autant  que  possible  la  clarté  à  la  pré- 
cision, telle  est  l'intention  qui  a  présidé  à  la 
rédaction  de  ce  petit  ouvrage. 
Québec,  janvier,   1848. 
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AVANT-PROPOS. 


Les  travaux  de  Viète  et  de  Descartes,  qui 
avaient  déjà  fait  faire  d'immenses  progrès  aux 
Mathématiques,  avaient  préparc  la  voie  aux  gran- 
des découvertes  de  Newton  et  de  Leibniz.  D'autres, 
tels  que  Cavaliéri,  Fermât,  Roberval,  Barrow, 
Wallis,  etc.,  y  avaient  aussi  puissamment  contri- 
bué. C'est  vers  1665  que  Newton  inventa  la  mé- 
thode des  Fluxions.  Il  la  communiqua  à  plusieurs 
autres  mathématiciens,  mais  sans  la  leur  découvrir 
d'une  manière  explicite.  Dans  une  de  ses  lettres, 
qui  fut  transmise  à  Leibniz,  cette  méthode  était 
exposée  sous  la  forme  de  l'anagramme  suivante  : 


VI 

6a  ce  d  œ  l^e  ff  7i  3/  9n  io  àq  rr  46*  9t  Uv  x. 
La  phrase  cachée  sous  cette  énigme  était  celle-ci  : 
"  Data  œquatione,  quotcunque  Jluentes  quantitates 
involvente,  fluxiones  invenire,  et  vice  versât"* —  Ce 
ne  fut  qu'en  1704  que  Newton  exposa  formelle- 
ment sa  méthode  dans  un  ouvrage  sur  la  Quadra- 
ture des  Courbes. 

Leibniz,  de  son  côté,  publia  son  premier  écrit 
sur  le  Calcul  différentiel  en  1684,  dans  les  Actes  de 
Leipzig  (1.) 

Vers  1691,  les  Bernouilli  commencèrent  aussi  à 
s'occuper  de  ce  sujet,  et  en  1696  le  marquis  de 
l'Hôpital  publia  le  premier  traité  sur  cette  branche 
des  mathématiques.  Ils  suivaient  en  tout  la  mé- 
thode de  Leibniz. 

Depuis,  plusieurs  autres  méthodes  ont  été  ima- 
ginées :  les  plus  remarquables  sont  celle  des  Frac- 
tions évanouissantes  de  Landen,  celle  des  Limites 
de  D'Alembert,  et  celle  de  Dérivation  de  Lagrange, 
exposée  par  lui-même  dans  sa  Théorie  des/onctions 
analytiques. 

Ces  diverses  méthodes  conduisent  toutes  aux 
mêmes  résultats  ;  elles  les  expriment  à  peu  près  de 
la  même  manière.  La  différence,  qui  existe  entre 
elles,  est  plutôt  métaphysique  que  mathématique. 
Il  est  donc  indifférent  quelle  est  celle  que  l'élève 
étudie  d'abord,  pourvu  qu'il  ait  ensuite  le  soin  de 
les  comparer  ensemble. 

(1)  Leibniz  ayant  été  accusé  d'avoir  emprunté  sa  méthode  à 
Newton,  en  appela,  en  1711,  à  la  Société  Royale  de  Londres,  qui, 
après  un  long  examen  delà  question,  décida  que  Newton  était  le 
premier  inventeur.  La  postérité  plus  impartiale  a  regardé  ces  deux 
illustres  mathématiciens  comme  les  inventeurs,  indépendants  l'un  de 
ï'autrC;  des  méthodes  qui  portent  leurs  noms, 


vil 

"  Quelle  que  soit  celle  qu'il  choisisse,  disent  les 
rédacteurs  distingués  d'une  Encyclopédie  publiée 
récemment  à  Londres  (2),  nous  croyons  que  Télève 
devrait  s'accoutumer  à  traduire  chaque  résultat 
dans  le  langage  du  calcul  infinitésimal,  et  à  le  dé- 
montrer par  la  même  méthode.  Car  dès  que  l'on 
aura  bien  saisi  les  principes  de  ce  calcul,  on  com- 
prendra et  l'on  retiendra  beaucoup  plus  aisément 
tout  ce  qui  s'ensuit,  et  l'on  en  fera  bien  plus  facile- 
ment l'application,  que  par  aucune  des  autres  mé- 
thodes. " 

"  On  ne  saurait  énumérer,  dit  Biot  en  parlant  du 
Calcul  différentiel,  tout  ce  que  ce  genre  de  calcul 
a  fait  faire  de  découvertes  dans  l'analyse  mathé- 
matique et  dans  la  philosophie  naturelle  :  il  nous 
suffira  ici  de  dire  qu'il  n'est  presque  pas  une  ques- 
tion un  peu  élevée  de  mathématiques  pures  ou  ap- 
pliquées qui  n'en  dépende,  et  qui  puisse  être  résolue 
sans  lui.  " 


(2)  The  Penny  Cyclopœdia  of  the  Society  for  the  diffusion  of  use- 
ful  knowledge  :    jîrtkhy  Diffekential  Calculus. 


CAlCm  DffFEREÏTIEl. 


CHAPITRE  I. 


PRINCI  PES 


ARTICLE    PREMIER.-— DÉFINITIONS.     ;  ^icf/Iq 

!•  Les  quantités  variables  sôAt  cèdes  tiôrit  là 
valeur  chang-e  ou  peut  changer  dans  le  c&u^s^iéfie 
mèrh:e  (qrêraiion  ;  les  constantes  ^nt  ceMts  dontîât 
valeur  est  fixe.  Les  constantes  se  désignent  pai^-^ 
les  premières  lettres  de  l'alphabet,  et  les  vàtiîthles 
par  les  dernières.  Ainsi  dans  l'équation  du  cercle, 
'ip  =  2ax—x^,  l'ordonnée  y  et  l'abscisse  x  soirt.des 
variables  ;  a,  le  rayon,  est  une  constante. 

^»  La  différentielle  d'une  variable  est  la  diffé- 
rence entre  la  valeur  primitive  de  cette  variable,  et 
sa  valeur  après  qu'elle  a  reçu  une' altératibn  infini- 
ment petite  :  c'est-à-dire  que  la  différentielle  d'une 
variable  est  une  quantité  infiniment  petite  dont  ' 
cette  variable  a  été  augmentée  ou  diminuée. 

B 


3.  Le  Calcul  différentiel  est  Tart  de  trouver  les 
différentielles  des  variables,  et  les  rapports  qui 
peuvent  exister  entre  ces  différentielles. 

4.  Newton  appelle  Calcul  des  fluxions,  ce  que 
Leibniz  appelle  Calcul  différentiel,  parce  qu'il  con- 
sidère Taccroissement,  que  reçoit  une  quantité, 
comme  produit  par  mouvement.  Il  désigne  la 
fluxion  de  x,  par  un  point  placé  au-dessus  de  cette 

lettre  ;   ainsi,  x. 

Leibniz  désigne  la^  différentielle  de  x,  par  la 
minuscule  d  (*)  placée  devant  cette  quantité  ;  ainsi, 
d  X. 

5.  Lorsqu'on  veut  indiquer  la  différentielle  de 
plusieurs  termes,  on  doit  les  mettre  entre  paren- 
thèses ;  par  exemple  :  d[x-\-  y). 

Quand  la  lettre  d  est  suivie  d'un  point,  elle  af- 
fecte alors  tout  ce  qui  la  suit  immédiatement  :  ainsi 
la  différentielle  de  uvestd.uv  ;  celle  de  x'^,  .... 
d.  x'^'ond  {x^). 

6.  Les  constantes  n'ont  évidemment  pas  de  diffé- 
rentielles, d'après  leur  définition  même.  Ainsi  la 
différentielle  de  ^  -i-  a  est  la  même  que  celle  de  x, 
c'est-à-dire  dx. 

^.  De  même  que  la  variable  x  a  ime  différen- 
tielle dx,  ainsi  cette  différentielle  première  a-t-elle 

[*]  d,  première  lettre  ^ecQ  moi  différentielle. 


aussi  à  son  tour  une  différientielle  d^x-,  qu'on 
appelle  différentielle  seconde  ;  et  celle-ci,  une  dif- 
férentielle d^  X,  qu'on  nomme  différentielle  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite. — Newton  désigne  ces 
quantités  comme  suit  : 


Il  ne  faut  pas  confondre  ces  trois  expressions... 
dx^....  d.  x^....  d^x..  La  première  est  le  carré  de  la 
différentielle  de  .r  ;  la  seconde  est  la  différentielle 
du  carré  de  ^  ;  et  la  troisième,  la  différentielle  se- 
conde de  X. 

8.  On  appelle  fonction  .d'une  variable,  une 
expression  qui  contient  cette  variable  d'une  ma- 
nière quelconque. 


Ainsi  ax^  4-  hx,  log-.  ax,  V2«x— x^,  &c.  sont 
autant  de  fonctions  de  oc. 

Quand  on  parle  en  général  d'une  fonction  de  x, 
on  l'indique  de  cette  manière  :    /  (x),  F  (a;),  f  [x). 


ARTICLE     DEUXIEME. 


DIFFERENTIATION  DES  FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 

RÈGLE  POUR   DIFFÉRENTIER  UNE  QUANTITÉ  SIMPLE. 

O.  On  place  la  lettre  minuscule  d  devant   cette 
quantité.  B  2 


4 
RÈGÎ.E  généralb:  pour  différentier  une 

QUANTITÉ    COMPOSÉE. 

10.  Soit  cette  quantité  /.  On  ajoute  à  chaque 
variable  sa  propre  différentielle.  Alors  soit  la 
quantité  t  devenue  par  là  T.  On  prend  la  diffé- 
rence T — t,  qui  est  évidemment  la  différentielle 
cherchée. 

Exemple,  Soit  proposé  de  différentier  [a  +  ocf. 
;=  Ici  <  =  (a  +  a?)2  =«2  +  o  «a:  +  x^. 

T-{a+  X  +  dx)2  =  «2  ^  2ax  +  x2+  2  adx  + 
2  xdx  4-  dx'^. 

Donc  T—  t  =  2adx+2xdx-\-  dx^. 

Mais  dx^  étant  le  carré  d'une  différentielle  dx, 
est  infiniment  plus  petit  que  dx,  et  peut  par  con- 
séquent se  négliger  sans  cireur  sensible.  Donc 
le  différentielle  cherchée  est  (2  a  +  2  x)  dx. 

11.  RÈGLE  POUR  DIFFÉRENTIER  UNE  QUANTITÉ 
DANS  LAQUELLE  LES  VARIABLES  NE     PASSENT    PAS    LE 

l^r.  DEGRÉ. — On  efface  les  termes  constants,  et  on 
substitue  aux  variables  leurs  propres  différentielles. 

En  effet,  soit  à  différentier  l'équation 
J+  x=  ay  —  c. 

D'après  la  règle  générale  (10),  (^)  ...  ô  +  a;  =  ay — c 
....  Donc  (T)  ...  b  +  X  +dx=^ay+ady — c  ... 
Donc  {T  —  /)...  dx  —  ady  ...  Ce  qui  revient  à  ef- 
facer les  constantes  6  et  —  c,  et  à  remplacer  x  et  y 
parc/x  (èXdy;  c.  q.  f.  d. 


7n 

Exemples,    l»-    ...   d  {bx  +    ci/  — a-^ +/) 

m  n 

=  hclx  +  cdy  -i dz. 

n 

•20-  ...  d{h  —  œ)  —  —  dx. 

lîî.  Règle  pour  différentier  un  produit. 
—  On  multiplie  successivement  la  différentielle  de 
chaque  facteur,  par  le  produit  de  tous  les  autres 
facteurs,  et  Von  prend  la  somme  de  tous  ces  pro- 
duits. 

En  effet,  soit  à  différentiel  le  produit  xy.  D'a- 
près la  règle  générale  (10),  ...  [t)  =  ...  xy  ...{T)  = 
{x  +  dx)  {y  +  dy)  =  xy  -{•  xdy  +  ydx  +  dxdy.  Donc 
{T —  t)  =  xdy  +  ydx  ...  (en  négligeant  dxdy,  in- 
finiment petit  du  second  ordre)  :  c.  q.  f.  d. 

Exemples.  1^-  ...,  d  [ax)  =  xda  4-  adx  =  0  +  adx 
=  adx,  puisque  a,  étant  une  constante,  n'a  point 
de  différentielle.  Donc,  quand  l'un  des  facteurs 
est  constant,  on  peut  le  regarder  comme  un  co- 
efficient fixe,  sans  en  prendre  la  différentielle. 

2^-  ....d  [xyz)  =  yzdx  +  xzdy  +  ocydz. 
d.xy       ydx  +  xdy      dx      dy 

xy  ^y  X        y 

>  13.  Règle  pour  diffè rentier  une  puissance. 
— On  multiplie  la  fonction  donnée  par  son  exposant  ; 
on  diminue  ensuite  cet  exposant  d''une  unité,  et  Von 
multiplie  enfin  le  résultat  par  la  différentielle  de  la 
ro/cine. 


fi 

En  effet,  soit  à  dillérciitier  x">'  ...  Alors  (/)  =  ...  xm  -, 

et    ...  {T)     =     {x    ^dx)"^   =  xm>  +  7nxm—l    dx  + 

m  (m — 1) 

xm-2  dx2    +  &c....      Donc  {T   —  /)    = 

2  ^'^  (//*— 1) 

m  x^-^  dx  H xm-2   dx'^  +    &c.       Mais  le 

2 

dernier  terme  s'évanouit,  à  cause  de  dx2  qu'il  ren- 
ferme ;  et  il  en  serait  de  môme  de  tous  les  suivants, 
qui  contiendraient  dx^^  dx^^  <^'c.  Donc  d  (xm)  = 
mx^ti—l  dx  ...  c.  q.  f.  d. 

Exemples,     l'^-  ...  d  xi^=  I2x'^^  dx. 

20' ....  c?  (a  +  a:)4    =4  {a  +  a?)3  c/o?  =  &c.  en  déve- 
loppant. 

1  1 — n 


n 


1       n 


3^-  ....  (/  ^/x=  d.  X    =  —  X       dx.... 
n 

n  n 

p  —  7J, 1 

40-  ....  d    Vxn  =  d,   HP  =  — xp      dx. 


14.  Règle    pour   différentier    un  radical 

DU   2nd-  DEGRÉ. — Comme  on  a  souvent  besoin,  dit 

Lacroix,  (*)   de  différentier   des   radicaux  du  se- 
cond degré,  on  a  formé,  pour  ces   fonctions,  une 

règle  à  part  ;  la  voici  : — On  divise  la  différentielle 

de  la   quantité  sous  le  signe,  par  le  double  du  radical. 


(*)  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel,  par  S.  F.  Lacroix, 
5e.  Ed.  p.  18. 


En  effet,  soit  proposé  de  différentier  Vw.     D'a- 


près la  règle  précédente  {IS),  ...  d.  '^u  —  d.  u 


-i  du 

^ic     du  = Donc  &c. 

2  V^ 

15.  Règle  pour  différentier  une  fraction. 
—  On  prend  le  produit  dudénominateur  par  la  différen- 
tielle du  numérateur,  moins  le  produit  du  numérateur 
par  la  différentielle  du  dénominateur,  et  on  divise  le 
tout  par  le  carré   du  dénominateur. 

X 

En  effet  soit  à  différentier  la  fraction  — ... 

y 

X 

d — z=:d.ocy—^=y—1  dx  +  xd,y—'^=y^'^dx  — xy—-dy  = 

y 

dx       xdy 

=  (en  réduisant  au  même   dénominateur) 

y  y2 


ydx  —  xdy 

y2 

f.  d. 

a+  i 

r 

Exemples.  1<^- 

d 

y 

-  — ^ 

yx  d  {a  +  x)   - 

-{a  + 

x)  dy 

ydx  — 

ady 

y2 

—   xdy. 

y2 

ax  + 
2«-  ...  d. 

y  _{h- 

-^) 

[adx  +  dy) 

— 

{ax  -h  y) 

[h-zf 


8 
(  —  dz)      abdx  +  hdt/  —  azda:  —  xr(/y  +  axd.z  +    ydz 


a 
3^   ...d  — ..  Ici  le  numérateur  étant'  constant,  le 

X 

premier  terme  du  numérateur   de   la  différentielle 

a  adx. 

se  réduit  à  0  ;  par  conséquent  ..d —  ==  — 


X  a?2 


ARTICLE     TROISIEME. 

APPLICATIONS    DES    RÈGLES    PRÉCÉ- 
DENTES. 

10.  Problème  l^r-  Différentier«+  h  ^/x- . 

c         hdx          cdx 
Solution. —  ...  d  [a  -V  h  ^/ X )= ^ 

puisque  le  terme  constant  a  n'a  pas  de  différentielle. 
Le  2<*-  terme  se  différentie  par  la  règle  du  no.  14, 
et  le  troisième  par  celle  du  n°- 15. 


Problème  2"^.  Différentier  '^a  +  bx  +  cx^ . 
Solution. — Q,gUo  quantité  4tant  un   radical  du 


second  degré,   on  aura  (14)    ...  d  V«+  hx  +  cx^  = 


9 

d  {a+  bx  ■\'  cx^)         bdx  -}-  2  cxdx 


2  V«  +  ôo?  +  cx'^        2  Va  +  ôo?  +  ca?2 

Le  second  terme  du  numérateur  se  trouve  par  la 
règle  du  no-  13. 

1 

Problème  3e-     Différentier . 


V»  +  * 


Solution. — On  fait  passer  le  radical   au  numéra- 
teur et  Ton  différentie  alors  par  la   règle  du  no-   13. 


[a-\-x)     ^  dx- 


On  a  donc 

1 

+  X)      «    =  — 

d.  =  d.  {a 

-\Aa-\ 

V«  -f  X 

dx 

2{a  +  xf 

Problème  4e. 

Différentier  x  ^  y^. 

Solution. — Suivantles  règles  des  n^s.  12  et  13,  on  a 
d.    x"^  y^  =  7nxm—^  yndx  +  nx^  y'^—^  dy. 

h             ce 
Problème  5^-  Différentier  a  + j^  — . 

3    _  3  2-2 

Solution, — On  fait  passer  au  tiiimérateur  les   dif- 
férents dénominateurs,  et  l'on  a  alors 


ç  h  c        e  ^ 

a+ +  —\=d  {a 

^  3  3  «.2J 


3  3 

Vxâ  X    V 


+  bx—^  —  ex' 
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4-     ex-2)     =    ^    ibx^h     dx     4-   ^  cx-^^      dx    — 

2  bdx      4  cdx       2  edx  2  bdx 

2ex—^dx= =4- = + 

Sx^         Sxl  a3  3 

4    cdx         2  eû^a: 

3  a2  Vi- 

Problème  6«-    Différentiel-  {a  +  bxm)n. 

Solution.  —  D'après  la  règle   du   n^-   13,    on   a 

d.  {a  4-  bxm)n  =  n  {a  +  bx^)  n—l  d  {a  +  bx^)'^   = 
n  {a  +  bx^)n~-l  mbx^—^  dx. 

Problème  7e-    Différentier  Vi^a;  +  x2. 

Solution. — Par  la  règle  du  n^-    14,  c?  V^x  +  x^  = 

^c?a;  H-  2  arc/a: 


2  Vi)x-  +  x=^ 

Problème  8e-     Différentier  x  [a2  +  x^)  ^a^  —xi- 
Solution. — En  suivant  la  règle  du  n^'-  12,  on   ob- 
tient d.  [x(a2+a;2)  ^/^^^^2']  =  {a^ +x^)    Va2  __  ^2  x  dx 

r       2  xdx     ^ 

+  X    Va»  — x2  X    2   nc^a:  +  a;  («2  +  x2)  i ;::: —  | 

[       2Va^~x»J  * 

Mettant  dx  en   évidence,  et  réduisant  le  tout  en 
une  seule  fraction,  on  a 

(«2  +  x2)  («2  _  a:2)  4-  2  0:2  (^2  __  ^2)  _  a;2  (^2  +  a;2) 

^^ 

Va»  —  x3 

et  en  effectuant  les  multiplications   indiquées,    et 
enfin  en  réduisant, 


Il 

a^  —  a;4  +  2  «2  x2  —  2  24  —  à!^x^  —  x^ 

Va»  —  x» 


c?x  = 


é/or. 


Vo2   —  *« 

«2  —  ^.2 

Problème  9e.    Diflférentier . 

Solution. — Par  la  règle  du  nP-  15,  pour  la  diffé- 
rentiation  des  fractions,  on  a 

d = 


«4  +«2  ^2 +  ^4  (a4  4-a2ar2 

(«2 —  a?2)  (2  «2  xdx  ■¥  4  ^3^-j;) 


+  x^f 

et  en  effectuant  les  multiplications  indiquées, 

—  2  a^^rc^a;  —  2  «2a;3c?^  —  2  aPdx   —  2  a^a:(/a; 

(«4  +  a?  a;2 
—  4  a^a^  dx  +  2  a^xBdx  +  4  x^dx 


+  0:4)2 

2  rc^c^a?  —  4  «2  x^dx  —  4  a^^c^a; 

puis  en  réduisant,  = ; 

(a4+a2a?2  4-x4)2 

et  enfin,  en  mettant  2  xdx  en  évidence, 

x4— .  2a2x2  — 2a4 

=  — 2  rcrfx. 

(«4  +a2a;2  +  a;4)2 

c  3 


I 
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Problème    10c.      Différentiel- 


^[ia 


b  3     

Z  "^  V(c2   —  ar^;2  ]3. 


Solution. — Selon  la  règle  du  no.  13,  on  a 

4 


"       ,      3    -,. 

I  [a +  ^/(c^—x^)^  i 


-i 


V^ 


^  L  —  bx-ï  +  (c2  —  a?2)f  1=  en  différentiant, 
6       3_ 

(J  Ja?-i  (/a;  4- 1  (c^  —  x^-)  ^^(-~  2  o^c/o:)  )  = 
bdx  4  a?c/a?        "^         3  6  4  x 


3 


^2  a;    ^        S{c^—x^YJ       2  o?  V^    V^^-^^ 


(/a?. 


J  3 

VF 


f,-i 


V* 


+  V(C2— «2)2 
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ARTICLE     QUATRIÈME. 

DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS 
TRANSCENDANTES. 


§  1.  Foiictioiijs  lografltliiuiqucis. 


ly.  Règle  pour  différentier  une  fonction 
LOGARITHMIQUE. — Pour  avoir  la  différentielle  du 
logarithme  d^une  quantité^  on  divise  la  différentielle 
de  cette  quantité,  par  cette  quantité  elle-même. 

En  effet,  soit  à  différentier  log.  x.     Soit  log  a? =^. 
Ajoutant  à  chaque  variable  sa  propre  différentielle, 
on  a  log  {x-\r  dx)^z^  dz,  d'où  l'on  tire  dz  = 
log  [x  +  dx)  —  z,  oud  \o^x  =log  (a?  +  dx)  — log  x  = 


x-\-  dx 
log =  log 


dx'\ 
1  H I  5  en  effectuant  la  di- 

vision  des  quantités,  indiquée  par  la  différence  de 
leurs  logarithmes.     Donc  (*) 

Çdx        dx2       dxz  ~\  dx 

dfloga7=A| +-— -+-&C.     =:A — ,     en 

1^  X        2^2      3a?3  J  X 

négligeant  les  termes  affectés  de  dx"^,  dx^,  &c.   in- 
finiment petits  du  2d,  du  3^  ordre,  &c. 


[•]  Voyeï  note  B. 
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Dans  le  système  népérien,  ou  celui  des  logarithmes 
hyperboliques,  le  module  A  étant  1,  on   a  dlog  x 

dx 
—  — ;  donc,  &c. 

X 

d.  x^      nxn—ldx 
Exemples.  !"•  ...  dlog.  x»  = 


ndx 

X 

xdy  -}-  ydx      dy      dx 

20- ...  c? log.  xy  = = 1 . 

xy  y       X 

X  dx       dy 

30-  ...  d  log.  —  —  d  (log  X  —  log  y)  = 

y  X        y 

ydx  —  xdy 


X  ^ 

4P-  ...  d  log  -3;37-  =  d  (log  x  —  log  (  1  ^-  a?2)  )  = 

dx           2  xdx 
d\ogx — J  (/.log(l +a?2)= ~ 

X  2(1+0:2) 

dx  +  x'^dx  —  x'^dx  dx 


X{i+X2)  X{1-\.X'^) 


50-  ...  dlog.  V(a+  hx^)P=  —  d.  log  {a    +    hxn)  — 

m 

pnhxn—i  dx 

wi  (a  +  hxn) 
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60-  ...  d.  (log  xyi^  =  m  (log  xyn—i    d.    log  X  = 

dx 

m{\ogx)^—^ — . 

X 

7°-  ...  d.  x^  {log  x)n  =  mx^n—l  Çiog  x)f^   (Ix    +   tixm 

dx 
(log  x)n-i    —  —  mxm—l  (log  2:)"  dx  +  nx^—^  x 

X 

(log  x)n^l  dx  =  xm—l  (log  x)n—l  dx  {m  log  x  4-  w) . 

dx 
d.  log  X         X  dx 


8®-  ...  d.  log  (log  x)  = 


log.  X      log  a:       a?  log  x 


a-\-  X 

90-  ...  c?.  log =  d  log  (a  +  x)  —  fl?.  log    (a —  x) 

a  —  x 

dx            dx         adx  —  xdx+adx-\-xdx        2  adx 
+ = =  . 


a~^x     a  —  X 


§  9.  Fonctionis  exponentielles». 


18.  Règle  pour  différentier  une  fonction 
EXPONENTIELLE. — On  multiplie  cette  fonction  par 
la  différentielle  du  produit  de  son  exposant  et  du 
logarithme  de  la  racine. 

En  effet,  soit  à  différentier  rry.  Soit  xV  —  z.  Pre- 
nant les  logarithmes  de  chaque  membre,  on  a  ... 


IG 


dz 
log.  .r2/=  log  z,  et  en  différentiant  (17),c/.  logxv  =  —  : 

z 
donc  dz  =  z  d.  log.  ^-2/  ;  et  en  substituant  n.  zQt  k  dz 
leurs  valeurs,  on  a 
d.  xy=xM.  log.  xv  =  xv  d  (y  log  X):  c.  q.  f.  d. 

10.  Remarque.  La  base  du  système  népérien 
étant  e  =  2,  7182818,  dont  le  logarithme  hyper- 
bolique est  1,  on  aura  en  difFérentiant,  ...  d.  e*^ 
=  e^  d  [x  log.  e)  =  e^dx,  c'est-à-dire  que  cette  ex- 
ponentielle particulière  a  pour  différentielle  l'ex- 
ponentielle même  multipliée  par  la  différentielle  de 
son  exposant. 


§  3.    Foiictioiifii  trig^oiiomctriques). 


îî€l.  Différentielle  d'un  sinus. — La  différen- 
tielle du  »inus  d^  un  arc  est  égale  au  produit  du  co- 
sinus par  la  différentielle  de  cet  arc. 

En  effet,  soit?/  =  sin^.  Ajoutant  à  chaque  va- 
riable sa  différentielle,  on  a  3/  +  c?y  =  sin  [x  +  dx) 
=  sin  X.  cos  dx  +  sin  dx  coso:.  Or  dx  étant  un  arc 
infiniment  petit,  on  aura  l^-  cos  dx  =  1  ;  ...  2°* 
sin  dx  =  dx  (puisque  un  arc  infiniment  petit  est  sen- 
siblement égal  à  son  sinus).  Donc  y  +  dy  =  sm  x  + 
cos  xdx  :  et  mettant  les  valeurs  de  y  et  de  dy, 
sin  X  -\-d.  sin  x  =  sin  x  +  cos  xdx.  Enfin,  effa- 
çant le  terme  commun  sin  x,  on  a  d.  sin  .r=cos  xdx  : 
donc,  etc. 
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^1.  Différentielle  d'un  cosinus. — La  diffé- 
rentielle du  cosinus  cCun  arc  est  égale  au  i^roduit 
négatif  du  sinus  parla  différentielle  de  cet  arc. 

En   effet,  sin2.r  +  cos  2  a:  =  1.     Cette   équation 
différentiée  donne  2  sin  x  d.  sin  x  +  2  cos  x  d.  cos  a: 
=   0.       Divisant  par  2,  et  transposant, 
cos  X  d.  cos  X  =  —  sin  x  d,  sin  x. 

sin  X  d.  sin  x 

Donc  d  cos  x= .     Mettant  (20) 

cos  X 

sin  X  cos  .r  dx 

la  valeur  de  d.  sin  x,  on  a  d.  cos  ic  = 

cos  X 

=  —  sin  orc^x.     Donc,  &c. 

^^.  Différentielle  d'une  tangente. — La 
différentielle  de  la  tangente  d'un  arc  est  égale  à  la 
différentielle  de  cet  arc,  divisée  par  le  carré  de  son 
cosinus. 

sin  jr 

En  effet,  tan  x  = ,        Différentiant     cette 

cos  X 


équation 

(15), 

on  trouve 

cos  X  dsinx  — 

-  sin 

X 

d. 

cos.r 

d.  tan  X  z 

cos^ 

X 

et,  mettant  les  valeurs  de  d.  sin  x  et  de   d.  cos  x, 
trouvées  aux  nos.  20  et  21,  on  obtient 

cos^  xdx  +  sin^  xdx      (cos^  x  +  sin2  x)  dx 

d.  tan  X  = . =: . 

cos^  X  C0&2  X 
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Puisque  cos2  x  +  sin2  x  =  1,  on  a  enfin 

dx 
d.  tan  X  — ;  donc,  &c. 

C0S2  X 

^3.  Différentielle  d'une  cotangente. — La 
différentielle  de  la  cotangente  dhm  arc  est  égale  au 
quotient  négatif  de  la  différentielle  de  cet  arc  par 
le  carré  de  son  sinus. 

1 

En  effet,  cot  x  = .  Différentiant  (15,  ex.  4e), 

tan  x 

d  tan  X 

on  trouve  d.  cot  i  = .     Mettant  la  valeur 

tan^  X 

dx 

de  d.  tan  x  (22),  on  obtient  d.  cota;  = 


cos^aîtan^a? 


Mais  tan  x  = ;  d'où  Ton  tirecos  x  tan  a7=sina?. 

cos  X 

dx 

Donc  enfin  d.  cot  x  = .     Donc,  etc. 

sin^  X 

^4.  Différentielle  d'une  sécante. — La  dif- 
férentielle de  la  sécante  d^un  arc  est  égale  au  pro- 
duit continu  de  la  tangente,  de  la  sécante,  et  de  la 
différentielle  de  cet  arc. 

1 

En  effet  séc  x  = .     Différentiant,  on  a 

cos  X 

d  cos  X 

d,sécz= .     Remplaçant  ^  cos  oc  par  sa 

cos^  X 
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sinxdx 

valeur  —  sin  xdx  (23),  on  obtient  d.  séc  x  = • 

cos^^ 

=  (en  décomposant) 

sin  X     1 
dx. 

COS  X  COS  X 

sin  X                       1 
Mais =  tan  x,  et =  séc  x.     Donc  enfin  ... 

COS  a?  COS  X 

d.  séc  œ  =  tan  x.  séc  x.  dx.     Donc,  &c. 

^5.  Différentielle  d'une  cosécante. — La 
différentielle  de  la  cosécante  d'un  arc  est  égale  au 
produit  continu  négatif  de  la  cotangente,  de  la  co- 
sécante, et  de  la  différentielle  de  cet  arc. 

1 

En  effet,  coséc  x  = -.  Différentiant,on  trouve 

sin  X 

d.  sin  X  COS  xdx 

d,  coséc  X  = • •=  (20) = 

sin^  X  sin^  x 

COS  X       1  COS  X 

dx.  Et  puisque =  cot  x,  et  que 

sin  X  sin  x  sin  x 

1 

=  coséc  X,  on  a  enfin 


smo? 

d.  coséc  x=  —  cot  X.  coséc  x.  dx.     Donc,  etc. 

!B6.  Différentielle  d'un  sinus-verse. — La 
différentielle  du  sinus-verse  d^un  arc  est  égale  au 
produit  du  sinus  par  la  différentielle  de  cet  arc. 

En  effet,  sin  verse  x  =,\  —  cos  x.  Donc  en  dif- 
férentiant  (21),  on  a  d.  sin  verse  x  =  sin  xdx. 
Donc,  &c. 

D  4 
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CHAPITRE    II. 

APPLICATIONS. 

ARTICLE      PREMIER. 

DÉMONSTRATION  DE  LA  FORMULE  DE 

NEWTON. 

^7.  Soit  (1  +  ^)^  =  A  +  B  0^  +  C  a:2+Dx3+&c. 
A,  B,  C,  D,  &c,  étant  des  coefficients  dans  lesquels 
n'entre  point  x.  Cette  équation  devant  avoir  lieu, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  oc,  soit  x=  0  :  elle  se  ré- 
duit alors  à  1  =  A. 

Substituant  donc  cette  valeur  de  A,  on  a 

(1  +a7)«^  =  1  +  B  a:+  Ca:^  +  Bx^    +  &c. 

Différentiant  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion ,  on  trouve 

m  (1  +  x)^-^dx=Bdœ+2Cxdx  +  ST>x'^dx  +  SiC, 
Supprimant  le  facteur  commun  dx,  on  a 
m{l  +  a?)«^l  =  B+2Ca?+3Da;2+&c. 
Soit  x  =  0,  comme  précédemment:  ilvientm  =  B. 
Substituant  cette  valeur  de  B,  on  trouve 
7?i{l+x)rri-l=?n  +  2  Ca:  +  3  Dx2  +  &c. 
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DifFérentiaiit  de  nouveau,  et  effaçant  c/x,  on  obtient 
771  [m—\)  (1  +  x)^-"^  =  2  C  +  2.  3  D  a:  +  &c. 
Faisant  .r  =  0,  on  a  m  [m — 1)  =  2  C  ;  donc 
m  {tTi — 1) 


Continuant  ainsi,  on  trouverait 

771  {m — 1)  (wz — 2) 

D  =  ,  &c. 

2.  3 

Substituant  ces  différentes  valeurs  dans  la  pre- 
mière équation,  on  a 

m  771  {771 — 1) 

(1  +  a?)»i  =  1  +  —  a:  + oc^  + 

1  1.  2 


m  [7)1 — 1)  [m — 2) 


x^  +  &c. 


1.2.3 


Soit  maintenant  x=  —  ;  on  aura 


(1  +  a:)"*  =  I  1    +  - 


[a  +  h)m  m  h       m  (m — 1)  l? 

=  1+ + + 

a"*  la  1. 2        «2 


771  {tîi 1)    {l/l — 2)  b^ 

1.  2.  3 


-  +  &c. 
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Chassant  enfin  le  dénominateur  cm,  on  obtient 

7Ji  a^n         m  {m — 1)  am 

la  1.  2       a2 

m  (w— 1)  (w— 2)    (On 

1.2.3  «3 

et  réduisant, 

7n  m  (m — 1) 

[a  -\-h)m=am^ a'^-\  h  +* a^-2  J2   + 

1  1.2 

771  {m — 1)  {m — 2) 

1.2.3 

formule  de  Newton.  (*) 


ARTICLE     DEUXIÈME. 


SOUS-TANGENTES. 

^8.  Problème. — Trouver  Vexpression  gcucrale 
de  la  sous-tangente  dans  ime  courbe  algéh'ique  quel- 
conque.  (Fig.    1ère.) 

Soit  la  courbe  Amn.  Menons  l'ordonnée  p;i  in- 
finiment proche  de  l'ordonnée  Vm,  et  niR  parallèle 
à  l'axe  AP  des  abscisses  :  a,lors  7iK  sera  la 
différentielle    de    l'ordonnée   w?P  ;     et  w?E  =  P/?, 


[*]  Voyez  note  A.    Voyez  aussi  III,  note  C. 
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celle  de  l'abscisse  AP  :  de  même  Tare  infiniment 
petit  mn,  qui  est  censé  se  confondre  avec  la  partie 
correspondante  de  la  tangente,  sera  la  différen- 
tielle de  Tare  Am.  Soit  AP  =  rr,  mV  =  y  ;  donc 
rnR  =  dx,  et  /iR  =  dy  :  soit  enfin  la  sous-tangente 
TP  =  5. 

Cela  posé,  à  cause  des  triangles  mn^,  TmV, 
semblables  puisqu'ils  ont  leurs  côtés  parallèles, 
on  a  la  proportion 

7iK  :    m^  :  :  mV  :  TP,  o\\  dy  :  dx  :  :  y  :  s  = 
ydx 

,  expression  générale  de  la  sous-tangente. 

dy 


Applications  de  cette  foriuule. 


^9.  Parabole. — L'équation  de  cette  courbe  est 
y^  —  px.  En  la  différentiant,  on  a  2  ydy  =  pdx. 
Multipliant  chaque  membre  par  y,...  2  y^dy:=.pydx, 

ydx       2  y^ 

Donc = .     Mettant  la  valeur  de  y^-,  on 

dy  p 

obtient 

ydx  2px 

ou  s  = =  2  X,  c'est-à-dire  que  la  sous- 


dy  p 

tangente  est  égale  au  double  de  Tabscisse. 

aO.  Ellipse.— L'équation  est  y^  =—{a^—oc^). 

«2 
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h2 
En  différentiant,  on  obtient  2  ydy  = 2  xdx  : 


divisant  par  2  et  multipliant  par  y, ...  y'^dy  = 


J2                                       7/r/x 

2/2 

d'                           dy 

X 

a2 

sa  valeur,  on  a 

cti  —  xi 

dy                  m 

X 

ai 

X 

31.  Courbe  dont  l'équation  est  x'i  -\-^hx  — 
y'i  —  2  cy  =  'iiii. — Différentiant  cette  équation,  on  a 
2  xdx  +  2  Z>c?x  —  2  ydy  —  2  c%  =  0.  Divisant  par 
2  et  transposant,  ...  xdx  +  Z»<:Za?  =  ydy  +  et/?/:  multi- 
pliant par  ?/,...  cT?/</a?  +  %(Za?  z=y'idy  -\-  cydy,  ou 

y/x  y2  +  cy 

{x  +  Z>)  ydx  =  (?/2  +  c?/)  dy.  Donc ou  5  = . 

dy  X  -\-  h 

3^.  Courbe  dont  l'équation  est  7?i^  +  nx  = 
^cy  +  y'i. — Différentiant,  on  2.ndx  =  2  cdy  +  2  ydy. 
Multipliant  j)ar  y,    ...   nydx  =  {2cy  +  2  y-)  dy. 

ydx  2cy  +  2  y'i 

Donc  —  ou  5  = . 

dy  n 
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33.  Cercle. — L'équation  dé  cette  courbé  est 
yi  —  a^  —  a?^.     Differentîant,  on  a  donc 

2  ydy  =  —  2  xdx  ;  donc  'tpdy  = —  xydx.  Donc  aussi 

yd^  yi 

,  ou  5  = . 

dy  X 


ARTICLE     TROISIÈME. 

SOUS-NORMALES. 

34.  Problème. — Trouver  Vexpression  générale 
de  la  sous -normale  dans  une  cmirhe  algébrique. 

(Fig.    1ère.) 

Soit  toujours  mV  —  y,  AP  =  x  ;  donc  7«R  =  dy 
et  mR  =  dx  :  soit  encore  la  sous-normale  PB  =  u. 

Cela  posé,  les  deux  triangles  rectangles  mnR, 
wPB  sont  semblables,  parce  qu'ils  ont  leurs  côtés 
coiTcspondants  respectivement  perpendiculaires. 
Donc  on  a  la  proportion  //zR  :  9iR  :  :  7?iF  :  PB,    ou 

ydy 
dx  :  dy  :  :  y  :  u  = ,  expression  générale  de  la 

dx 

sous-normale. 


Applications  d«  cette  formulé. 


35.  -Parabole. — En    difFérentiant     l'équatioô 
y-  =  px,  on  obtient  2  ydy  =  pdx. 


26 


ydy  p 

Donc  —  ou  w  =  —  :  donc  la  sous-normale  de  la 
dx  2 

parabole  est  égale  à  la  moitié  du  paramètre. 

36.  Hyperbole. — L'équation  de  cette  courbe  est 

y2  =  —  (a;2  —  ^2).  En  la  différentiant,  on  a  2  ydy  = 
«2 

J2  ydy  b^  X 

—  2  xdx.    Donc ou  u  = . 

«2  dx  c? 

37.  Courbe  dont  l'équation  est»22+   nx  — 
2cy-\-  y^, — Différentiant  on  a  ridx  =  2  cdy  4-  2  ydy. 

Multipliant  -par  y,  ...7iydx={2c  +  2  y)  ydy.    Donc 

ydy  ny 

—  ou  1^  = . 


dx  2c  +  2y 

38.  Courbe  dont  l'équation  est  x^  +  2bx  — 
3/2  —  2  cy  ■=  m^. — Différentiant  cette  équation,  on 
obtient  2  xdx  +  2  hdx  —  2  ydy  —  2  cdy  =  0.      Di- 
visant par  2,  multipliant  par  y  et  transposant,  on  a 
xydx  +  hydx  =  yg  cZy  +  cyc^y,    ou 
[xy  +  by)  dx=  {y  +  c)  ydy.     Donc 

ydy  xy  +  Z>y 

—  ou  u  = . 

dx  y  +  c 

39    Cercle. — Différentiant  l'équation 
y^  —  a^  —  a^,  on  a  2  ycZy  =  —  2  xc?^. 

Donc  —  ou  t«  =  —  X. 
dx 
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ARTICLE    QUATRIÈME. 


MAXIMA  ET  MINIMA. 

40.  La  valeur  d'une  fonction  est  un  maximum 
ou  un  minimum,  lorsqu'elle  est  plus  grande  ou 
plus  petite,  que  les  valeurs  qui  la  précèdent,  et 
que  celles  qui  la  suivent  immédiatement. 

Ainsi  dans  la  courbe  BMND,  l'ordonnée  PM 
est  un  maximum,  et  l'ordonnée  ^N,  un   minimum, 

(Fig.    2e.) 

Il  est  évident  que,  dans  le  cas  de  maximum  ou  de 
minimum,  la  différentielle  est  égale  à  0,  puisque 
si  la  quantité  pouvais  encore  croître  ou  décroître, 
elle  ne  serait  pas  un  maximum  ou  un  minimum, 

41.  Problème  l^''- — Trouver  la 'plus  grande  or- 
donnée dans  un  cercle,  en  comptant  les  abscisses  de 
V origine  du  diamètre. 

Solution. — L'équation  est  alors  y^  —  ^  ax  —  x^. 
La  différentiant,  on  a  2  ydy  —  2  adx  —  2  xdx. 

Mais  l'ordonnée  y  devant  être  un  maximum,  dy  =  0. 
Donc  2  adx  —  2  xdx  =  0  :  donc  xdx  =  adx  ;  donc 
x  =  a;  donc  y  est  un  maximum,  quand x—a,  c'est- 
à-dire  que  la  plus  grande  ordonnée  correspond  à  une 
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abscisse  égale  au  rayon. — Substituant  cette  valeur 
de  X  dans  celle  de  y,  on  trouve  y2  —  2  a^  —  a^  =  «2, 
oxxy  =a.  Donc  la  plus  grande  ordonnée  est  elle- 
même  égale  au  rayon,  ou  est  celle  qui  passe  par  le 
centre. 

4^.  Problème  2^ — Trouver  la  plus  ^grande  or- 
donnée dans  un  cçrcle,  en  comptant  les  abscisses 
du  centre. 

Solution. — Dans  ce  cas,  y'^  =  «^  — rr^;  donc,  en 
différentiant,  2  ydy  =  —  2  xdx.  Mais  dy  étant  =  0, 
puisque  y  doit  être  un  maximum^  —  2  xdx  =  0  ; 
donc  a;  =  0  aussi.  Substituant  cette  valeur  de  x 
dans  celle  de  y,  on  a  y^  =  c^y  ou  y  =  a^  même  ré- 
sultat que  dans  le  problème  précédent. 

4:3.  Problème  3®- — Couper  une  ligne  en  deux 
parties  telles  que  leur  produit  soit  le  plus  grand  pos- 
sible. 

Solution. — Soit  a  cette  ligne  :  soit  x  Tune  des 
parties  ;  l'autre  sera  donc  a  —  x.  Le  produit 
diX  -^  x^  devant  être  im  maximum,  on  aura,  en  dif- 
férentiant, adx  — ■  2  xdx  =  0.     Donc  2  xdx  =  adx  ; 

a 
donc  2  X  =  a;  donc  x= —  .     Donc  alors 

*  ■  2 

a        a 

a  —  X  =  a =  —  :  c'est-à-dire  que   le  produit 

2       2 

sera  un  maximum,  lorsque  la  ligne  sera  divisée  en 
deux  parties  égales. 
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44.  Problème  4e — Trouver  la  fraction  qui  ex- 
cède son  carré  de  la  plus  grande  quantité  possible. 

Solution.— 'Soit  x  cette  fraction.  Donc  la  diffé- 
rentielle de  a:  —  a?2,  ovl  dx  —  2  xdôo  =  0.  Divisant 
par  dx,  on  a  1  —  2  a;  =  0  :  donc  2  a;  =  1  ;  donc 
x  =  J....  Et  a?  — a:2=i— i  =  i  .  Donc  J  est  la 
plus  grande  quantité  dont  une  fraction  puisse  ex- 
céder son  carré. 

45.  Problème  ô^ — Trouver  le  plus  grand  rec- 
tangle qui  puisse  être  inscrit  dans  un  triangle  don- 
né.    (Fig.  3^.) 

Solution.— hes  deux  triangles  bac  et  bgf  étant 
semblables,  parce  que  leurs  côtés  sont  parallèles, 
leurs  bases  sont  entre  elles  comme  leurs  hauteurs  : 
donc  bd  :  be  :  :  ac  :  gf.  Soit  la  hauteur  bd  du 
triangle  =  ^  ;  et  sa  base  ac^b\  soit  la  hauteur  ed 
du  rectangle ^/>r  =  a:  ;  be  —h  —  x.     Donc  on  a 

bh  — b.v 

h  :  h  —  a:  :  :  b:  gf— ,    base  du  rectangle. 

h 

En  la  multipliant  par  sa  hauteur  a:,  on  aura  pour 

blix  —  ^a?2 

sa  surface  S  = .     En  différentiant,  .... 

h 

hhdx  —  2  bxdx 

=  0  :  multipliant  par  h,    et  divisant 

h 
par  hdx  ...h  —  2  a:  =  0  ;  donc  2  a;  =  //  ;  donc  ar=  —  j 

2 


âo 


c'est-à-dire  que  le  plus  grand  rectangle,  qu^on 
puisse  inscrire  dans  un  triangle  donne,  est  celui 
qui  a  pour  hauteur  la  moitié  de  celle  du  triangle. 

hîfi      ÔA2 

2         4        hh 

Sa  surface  sera  S= =  — . 

h  4 

46.  Problème  6^ — Déterminer  le  plus  grand 
triangle  rectangle  que  Von  puisse  construire  sur  une 
hypoténuse  donnée. 

Solution. — Soit  l'hypoténuse  donnée  =  h  :   l'un 
des  côtés  de  l'angle  droit  =  x  ;  l'autre  ~  y  = 
'^ h^  —  x^.     La  surface  du  triangle  sera  égale  à 


xy 


—  ^x'^K^  —  ^^.     En   difFérentiant  ce   produit» 
2 
d'après  les  iû9^'  12  et  14,  on  a 

2  x'^dx      ") 
VA2  —  ^2XcZa; 


2V/i2_a;2j 


0. 


Divisant  par  J  dx,....  '^Ji^ —  x'^  —  =  0. 

V/i^—  x^ 

Faisant  disparaître  le  diviseur, ...  A^  —  x^  —  x'^=0  ; 

donc  2  o:^  =  7^2  ;  donc  a:  =  W — 

^     2     V2 

Substituant  cette  valeur  de  x  dans  celle  de  y,  on  a 
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0:2=  Y    j,2 =  T    — 


A 


y  =  V/i2 _ a:2  =  y    7^2 -J    —  =T":  c'est-à- 

2  2       V2 

dire   que  la   surface   du  ttiangle  est  un  maximum, 
quand  les  deux  côtés  de  l'angle  droit   sont  égaux. 

Cette  surface  alors  =  —  . 
4. 

47.  Problème  7^. — Trouver  la  plus  courte  ligne 
que  Ton  puisse  tirer  par  tm  point  donné  entre  deux 
autres  lignes  à  angle  droit.  (Fig.  4^) 

Solution. — Soient  BT  et  BV  les  deux  droites  in- 
définies données,  et  P  le  point  aussi  donné  :  soit 
de  plus  MB  =  a,  MP  =  h,  TM  =  x,  et  la  droite 
cherchée  TV  —  u.  Les  deux  triangles  rectangles 
semblables  TMP,  TBV  donnent  la  proportion 
TM:  TB:  MP  :  BV,    ou  a:  :    a  +  xi:  hi    BV  = 

h  (a+a?) 


Mais  TV  =VTB2  +  BV^ 


Vh-^  ya  +  X) 


ou  2«  =   T    («  +  x) 

aTx^  {a  +  x)^  +  U^{a  +  xy^         kTia+xJ^ix^+bi) 
x2  a?2        ; 

^  +  X 

=  '^x-  +  b'^.     Mais  u  doit  être  un  minimum  : 


3-2 


donc,  en  différcntiant,  on  aura 

xdx — adx — xdx       {a  +  x)  (2  xdx) 


V^r2  +  ^,2 + ___  =  0. 

X-  2xVa?î^4-é2 

adx        axdx  +  x^  dx 
Donc     ^x~I17i  X + =  0. 

Réduisant  les  deux  termes  du  premier  membre  au 
même  dénominateur, .... 

[x^  +  }fi)  ( — adx)  +  X  {axdx  -\-  ctdx) 

■ =  0.    Chassant 

.-r2  Va;2  +  Z»-^ 

le  diviseur,  et  effectuant  les  multiplications  indi- 
quées au  numérateur,  ....  —  ax^dx — ah'^dx  +  ax-dx 
-f  x^dx  =  0.     Réduisant,  divisant  par  dx,  et  trans- 

3   

posant,  on  a  a:-^  =  aZ>^  ;  donc  x  =  '^ab^. 

Les  deux  points  T  et  P,  étant  alors  connus,  dé- 
termineront la  direction  de  la  ligne  TV. 

48.  Problème  8^ — Trouver  le  plus  grand  tra- 
pèze qui  puisse  être  inscrit  dans  un  demi-cercle 
donné.     (Fig.  5^-) 

Solution. — Soit  le  rayon  ac  ou  cd  du  cercle  don- 
né =  «  ;  soit  la  hauteur  hc  du  trapèze  =  x.  Alors 
al)  =  Và2  —  a?3.  Or  la  surface  de  ce  trapèze  est  égale 
au  produit  de  sa  hauteur  hc  par  la  demi-somme 
de  ses  bases,  c'est-à-dire  par  cd  +  ah.  Donc 
S-  x[a-^  V^TT^)  =  ax  +  x  '^ a^  —  x'^.  En  dif- 
férentiant  cette  équation,  on  a 
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xodx 


adx  +  Va2  —  a?2  y.dx ==  0.       Otant  le 

Va2_a:2 


diviseur  V^i  — ^2  et  divisant  par  dx,  on  obtient 
a  Vrt2  —  a:2  +  «2  _  ^2  _a.2=  q  ;  ....  donc  «^  —2  x^  = 


— a  Va2 —  0:2  Et  en  élevant  les  deux  membres  au 
carré, 

«4  _  4  «2  0,2  4.  4  0,4  =  ^2  (^2  _  072)    =  «4  __  «2  ,r2^ 

Donc,  en  réduisant,  4  a?4  =  3  «2  ^2  .  j^^^c  4  a?2  =  3  a2  : 

donc  a?2  =  I  rt^2  .  (Iq^^c  a:  =  a  V|=  —  V3  :    c'est-à- 

2 

dire  que  le  plus  grand  trapèze,  qui  puisse  être  in- 
scrit dans  un  demi-cercle  donné,  est  celui  qui  a  pour 
hauteur  le  demi-rayon  du  cercle,  multiplié  par  V3. 

49.  Problème  9^- — Déterminer  les  dimensions 
d^un  vase  cylindrique,  tel  qiCil  ait  une  capacité  don- 
née, et  que  sa  surface  intérieure  soit  la  plus  petite 
possible. 

Solution. — Soit  x  le  diamètre  intérieur  de  ce 
vase.  Soit  n  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le 
diamètre  =  1.  On  aura  la  circonférence  du  vase  en 
disant  l  -.  Tl:  :  x:  C=n  x.     En  multipliant    par 

Tix'^ 

le  quart  du  diamètre  a?,  on  aura pour  l'expres- 

4 

sion  de  la  surface  de  la  base.     (1) 

F 


Soit  maintenant  la  capacité  donnée  =  es  :  cette 
capacité  étant  égale  an  produit  de  la  hauteur  h  par 

la  surface  de  la  base,  on  aura  h  = = . 


Donc   la  surface  latérale  intérieure,    qui  est  égale 
au  produit  de  la  hauteur  par  la  circonférence  de   la 

4  c3                  4  n  :rc^       4  c^ 
base,  égalera x  n  a?  = = .     (2) 

n  a?2  n  x^         œ 

La  surface  intérieure   totale   sera  donc  égale  à 
(1)+  (2),  ou 

n  x^    4  c^ 

s  = \- .     En  différentiant,  on  aura 

4  œ 

2  n  xdx       4:  c^  dx 

=  0.     Multipliant  par  a?2  et  di- 

4  ;r2 

na,3 

visant  par  doc,  .... 4  c^  =  0  >  donc 

2 

8  c3  2  c 

n  x^=  s  c^  ;  donc  oc^  = ;  donc  x  —* — --- 

n  vn 

4  c3  4  c^  c 

Donc  /*  = = = .    Donc  la  sur- 

n  a?2     4  n  c2     ^  ri 

Vn2 
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face  intérieure  sera  un   minimum,   quand  la  hau- 
teur sera  la  moitié  du  diamètre  intérieur  de  la  base. 

50.  Problème  10^ — Be  tous  les  cylindres  in- 
scrits dans  un  cône  droit,  déterminer  celui  qui  a  le 
plus  grand  volume.     (Fig.  6^') 

Solution, — Soit  la  hauteur  SC  du  cône  =  «  ;  le 
rayon  AC  de  sa  base  =  b  ;  soit  encore  SD  =  x  ; 
donc  DC  =  a  —  oc.     Les  deux  triangles  semblables 
SCA,  SDE  donnent  la  proportipn  SC  :  AC  :  :  SD  : 

bx 
DE,  OVL  a:  b::  x  :  —  . 
a 

Soit  1  :  n  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonfé- 
rence :  on  aura  la  circonférence   de  la  base   supé- 

2  bx 

rieure  du  cylindre,  en  disant  1  :  n  :  :  :  C  = 

a 

2  n  bx  bx 

— — —  .  La  multipliant  par  la  moitié  du  rayon  — , 

a  a 

nb^x^ 
on  a  la  surface  de  cette  base  = .  Multipliant 

cette  surface  par  la  hauteur  CD  du  cylindre  =  a  — x, 

on  a  enfin  pour  la  solidité  S  = (ax^  —  a:^). 


Différentiant  cette  équation,  on  obtient 
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n  ho 


n  j2 


(2  axdx  —  3  x^dx)  =  0.     Divisant  pur 


dx,  ....  2  «07  —  3  a?2  =  0  ;  donc  2  a  =  3  a:  ;  donc 


2a  2  a       a 

X  =  —  .     Donc  DC  —  a  —  x  —  a  —  - —  =  —  :  c'est- 
3  3         3 

à-dire  que  de  tous  les  cylindres  inscrits  dans  un 
cône  droit,  celui  qui  a  le  plus  grand  volume  a  pour 
hauteur  le  tiers  de  celle  du  cône. 

51.  Remarque. — Pour  s'assurer  qu'une  quantité 
y  est  un  maximum  ou  un  minimum,  lorsque  la 
quantité  x,  dont  elle  est  une  fonction,  a  une  cer- 
taine valeur,  on  augmente  ou  l'on  diminue  x  d'une 
quantité  très  petite,  h  par  exemple,  et  l'on  voit  alors 
si  par  là  y  est  augmentée  ou  diminuée. 

Ainsi  dans  le  1®^  Problème,  n^-  41,  on  a  trouvé 
que  y  est  un  maximum,  quand  x  =  a,  et  qu'alors 
y"*-  —  a2.  Pour  s'en  assurer,  soit  x  —  a+  b.  Alors 
7/z=2ax  —  x'^  =  a^±  2  ab—a^  +  2  ab—b'^  = 
«2  —  b'^y  quantité  plus  petite  que  a^  j  par  consé- 
quent y  =  «  est  un  maxi?num. 
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CAlCUl  llEGRAl. 


CHAPITRE  I. 


PRINCIPES. 


ARTICLE     PREMIER.— DEFINITIONS. 

5^.  îje  Calcul  intégral  est  l'art  de  trouver  la 
fonction  de  laquelle  dérive  une  différentielle  don- 
née. 

Par  cette  définition,  on  voit  que  ce  Calcul  est 
l'inverse  du  Calcul  différentiel.  Newton  le  nomme 
Calcul  des  Jluenies. 

53.  On  indique  ï intégrale  d'une  quantité  diffé- 
rentielle par  la  lettre  /*,  que  l'on  place  devant  cette 

quantité,  et  l'on  prononce  somme  de,  ou   intégrale 
de.  (70) 

54.  Quand  on  différentie  une  quantité  quel- 
conque, Içs  termes  constants  ne  passent  pas  dans 
la  différentielle  (6)  ;  de  là  quand  on  intègre,  on  doit 
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ajouter  à  l'intégrale  une  constante  arbitraire,  que 
la  nature  du  problème  détermine.  Nous  la  dési- 
gnerons toujours  par  la  lettre  C. 

55.  On  entend  ici  généralement  par  quantité 
différentielle  toute  quantité  affectée  de  la  différen- 
tielle d'une  ou  de  plusieurs  variables,  comme  dx, 
dy. 


ARTICLE     DEUXIÈME. 

INTÉGRATION  DES  QUANTITÉS  DIFFÊ 

RENTIELLES   A  UNE  SEULE 

VARIABLE. 


§    1.   l>ilfereiitiellefii  monômes. 


5©.  Règle  fondamentale  pour  intégrer 
UNE  DIFFÉRENTIELE  MONOME, — On  augmente  â! une 
unité,  V exposant  de  la  variable  et  Von  divise  ensuite 
la  différentielle  proposée,  ainsi  altérée,  par  le  pro- 
duit de  V exposant  ainsi  a^giinenté  d'une  unité,  et  de 
la  différentielle  de  la  variable. 

En  effet,  cette  règle  d'intégration  n'est  que  l'in- 
verse de  la  règle  de  différentiation  d'une  puissance^ 
donnée  au  n®-  13. 
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Exemples  .. 

..   10.. 

mx'o^  dx 

^                             mdx 

(13) 

o  ce  dx 

2o-  ....    f2  xdx  = =a:2  +  C.  (54) 

^  ^dx 


3<>-  ....   fxdx  =  =  —  +  C. 


aPdx      x^ 
2dx       2 


4®-  ....   fa  Va?^  dx  =  fax  dx =  |  ax  = 

^  ^  Idx 

3 

50.  ••••    /* _.  far-^  dx  = = 


a?3       *^  —2  cf.r 


a 

+a 

2x^ 


§    9.    I^iirérentielleis   polynomeis   qui 
penvc^nt  s^^integ^rer  par  la   régule   fon- 
damentale d'intégration. 


5'S'.  I.  On  peut  encore  intégrer  parla  règle  pré- 
cédente toute  quantité  dans  laquelle  il  n'entre 
point  de  puissances  de  polynômes,  ni  de  diviseurs 
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polynômes,  à  moins  que  ces  derniers  ne  soient  des 
quantités  constantes. 

hx-dx 

Exemples  ....   P-  f(ax^dx  + h   edx)  = 

^  c 

(en  intégrant  chaque  terme  séparément).... 

-{- -\-  ex  +  C. 

4  3r 

r        hdx'^ 

20'...  r\  axUv+ I  =Pax^d^  +  bx-"^  dx)    = 

J    \  a?4     1    -^ 


L  ^'  J 


ax^      bx—^ 


+  C  = +  C. 

4  3  4  3  :C3 

58.  II.  Quand  même  il  entrerait,  dans  la  diffé- 
rentielle proposée,  des  puissances  de  polynômes, 
on  pourrait  encore  intégrer  par  la  règle  fondamen- 
tale, pourvu  que  ces  puissances  eussent  un  expo- 
sant entier  positif,  et  qu'elles  ne  se  trouvassent  pas 
au  dénominateur. 

Exemple  ....  fia  +  bx'^)^  dx.  Il  faut  dévelop- 
per {a  +  bx'^f,  ce  qui  donne  a^  -\-  S  aHx'^  +  3  ai  ^x^ 
■¥b^x^.     On  a  donc  alors  ....  f  {a+  bx'^)^  dx  = 

f[a^dx  +  3  a^bx'^-dx  +  3  ab'^x'^dx  +  b\v^dx)  = 

3  ab^'-x^      7rV 
a^x  -h  aV)x^  + + +  C. 
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50.  Remarque. — Il  y  a  un  cas  qui  échappe  à  la 
règle  fondamentale  d'intégration;  c'est  celui  où 
l'exposant  de  la  puissance  est  — 1. 


Ainsi,  fx—^  dx'=. 

^  (— 1  + 


x-^  + 1  dx      x^ 
{—l  +  l)dx       0 


dx 
Mais  comme  a?—i  dx  =  —  ,  on  a 

X 

dx 
yar-1  dx  =  r—=  log.  x  +  C.  (17) 


§  3.  Differcntielleis  qui  st^intégrciit 
par  arcis  de  cercle. 


60.  Sinus. — ^Appelons  z  un  arc  de  cercle  quel^ 
conque,  et  soit  x  son  sinus.  On  a  donc  x  =  sin  z, 
Différeutiant,  on  obtient  dx  =  d.  sin  5-  =  cos  z  dz. 


dx 

(20)Doncc?^  = .    Orcos^: 

cos-^ 

dx 

=  v^l— sin2^  = 

Vl         r2       "Onrir  d-  —  ■  ■ 

Et,  en  intégrant, 

Vl  —0?^ 
d^ 

G 
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Pour  déterminer  cette  constante  C\  supposons  a-, 
le  sinus,  =  0  ;  alors  l'arc  z  est  aussi  égal  à  0  :  donc 
C  se  réduit  à  0.  Donc  z,  ou  l'arc  dont  le  sinus 
est  X,  ce  qu'on  exprime  ainsi .... 

dx 
arc  (sin  =  or)  =     f  —  .     (a) 

61.  Tangente. — Soit  2;  =  un  arc  quelconque,  et 
a;  =  sa  tangente.      Donc  x  —  tan  z.      Différentiant 

dz 

cette  équation,  on^  dx— (22).     Mais 

cos^  z 

1  1 

cos  z  — ;  donc  cos^  z  = .     Or 

séc  z  séc2  z 


>2 

1 


éc^<2  =  l  +  tan22'.    Donccos25'=' 


sec 


1  +  tan^  z      1  +  a: 


dz 

Cependant  l'équation  c^^= donne  c?2^  =  cos^zc^a; 

cos^g 


dx                                                              dx 
.  Donc  z  ou  arc  (tan  =  a;)  =  f .  (b) 

l+a:2  -^    1+0^2 


§  4.  Intég^ration  par  les  séries, 


dx 
6îl.  Problème  1«' — Intégrer  par  série 


Vl— a;2 
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dx 
Solution.— f =  f[\  —  x^)  -ï  dx.      Déve- 

loppant  (1  —  a?2)— è  par  le  Binôme  de  Newton  (*), 

on  trouve  i+hx^+i.  |  x4  +  è  •  I  •  t  ^^  +  &c. 

da: 
Donc  r 

J  VI  — 0?^ 

f[dx-\-lxHx+\.  %xHx+  )i.\.%a^dx-^&LC.)  = 

x^  x^  x^ 

3  5  7 

arc  (sin  =  a;)   ....    (60,  form.    (a)  )  . 

63.  Cette  série  peut  servir  à  faire  trouver  une 
valeur  approximative  de  la  circonférence.  En  ef- 
fet, le  rayon  étant  supposé  =  1,  le  sinus  de  30°=  i. 
Remplaçant  donc  x  par  J,  on  aura 

arc  (sin  =  à)  =  arc  30«  =  ^  +  è  •  3  .  i  +  è  •  I  •  i  •  âl  + 

En  s'en  tenant  aux  dix  premiers  termes  de  cette 
série,  on  trouve  ....  arc  30°  =  0,52359877.  Donc  la 
demi-circonférence  =  6  x  0,52359877=3,14159262, 
valeur  dans  laquelle  l'erreur  ne  porte  que  sur  la  der- 
nière décimale,  qui  devrait  être  5. 

dx 
64.  Problème  2»^ — Intégrer  par  série 


1  +  0:2 


(*)  Voyez  IV,  note  A. 
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dx 


Solution 


.—  f •=  /•{!  +  a72)-i  doc.     Or  (*) 

•^   1  +  a?2     ^ 


(1  +  ^2)-i  =   1  __  ^2  +  ^4  —  a:6  +  &c.     Donc 

dx 

=f{dx  —  x'^dx+  x'^dx —  xHx  +  &c.) 

l+a:2      -^ 

:r3       a.5        ^7 

=  .r 1 h  &c.  =  arc  (tan  =  x) .... 

3        5  7 

(61,form.  (b)). 

65.  Problème  3^^^^^ — Trouver  le    logarithme 


a  +  X 


de 


a  —  X 

Solution. — D'après  la  règle  du  n®*  17, 
dx 


d.  log  [a  +  x] 


=  (a  +  a:)-i  fZa?.   Or  [a  +  a?)--l 


^ï  +  .r 


1         .r       a?2       ic^ 
(**) + +  &C.  Donclog|(a+a:)  = 


dx 


S — =/ 


""  dx       xdx       x^dx       x^dx 


■+&C. 


a  a- 


x  a?2  ^3  0^4 

Intégrant,  log  (a  +  a?)  = —  H 

a         2  «2      3^3         4^4 


(*)  Voyez  II,  note  A. 
(**)  Voyez  I;  note  A. 
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+  &c.  ....  Mettant —  x  au  lieu  de  a;, 

log  {a  —  a?)  = ■ &c. 

a        2a^         3  «3       4^4 

Le  logarithme  du  quotieut  étant  égal  au  logarithme 
du  dividende  moins  celui  du  diviseur,  on  aura  donc 
enfin 

a  +  x         2  oc        2x^       2  x^ 

+ +  &c. 


log.    - 
a 

—            1 

—  X           a         S  a' 

=  2 

^  X         x^           x^ 

—  + + 

la        3  «3       5  ^5 

+&C.  i ....  (c) 


j.... 


66.  Problème  4ème — Trouver  le  logarithme 
ordinaire  de  2. 

Solution. — On  peut  pour  cela  se  servir  de  la  for- 
mule (c)  no-  65,  en  multipliant  la  série  qu'elle  con- 
tient par  le  module  w  =  0,4342944819  &c.  des  lo- 
garithmes ordinaires;  de  sorte  que  Ton  aura 

a-\-x  Ç   x       x^         x^  xf 

log    =  2  ?7?   I  —  + + 4- + 

a  —  X  \^  a       S  a^      5a^       7  a^ 

x^             x^^           x^^  "^ 

+ + -h&c. 


9a9       11^1^        13  «13 


On  voit  que  chaque  terme  de  cette  série  est  égal 

à  celui  qui  le  précède  multiplié  par  —  ,  pourvu 

a2 
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qu'on  divise  buccessivement  chaque  terme  respectif 
pari,  3,5,7,9,  11,13,  &c. 


Soit  donc 


a  +  œ 


2.     On  a  ...a+x=:2a—2x; 


a  —  oc 


donc  3  0?  =  rt,  et  —  =  —  ;  donc  —  =  —  .  Mais  il  est 
a       3  «29 

évident  qu'il  suffit  de  multiplier  2  m  = 

X        1 
2  X  0,4342944819  &c.  =  0,868588964  &c.  par  —  =— , 

a       3 

cfi       1 
et  ensuite  successivementpar  —  = — ,  en  divisant,  se- 


lon leur  ordre,  les  termes  respectifs  par  les  nombres 
impairs  1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  &c  qui  se  trouvent  aux 
dénominateurs  des  termes  de  la  série,  ainsi  : 


3)0,868588964 

9)0,289529654 

1)  0,289529654(  0,289529654 

9)   32169962 

3)  0,032169962(   10723321 

9)    3574440 

5)    3574440(     714888 

9)    397160 

7)     397160(      56737  ^ 

9)     44129 

9)      44129(      4903 

9)      4903 

11)       4903(       446 

9)       545 

13)        545C        42 

9)        61 

15)         61(         4 

0,301029995=log.2. 

Dans  les  tables  à  sept  décimales,  en  le   trouve 
=  0,3010300. 
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ARTICLE    TROISIÈME. 

INTÉGEATION  DES  QUANTITÉS  DIFFÉ- 
RENTIELLES  A  PLUSIEURS  VARI- 
ABLES. 


6y.  Si  Ton  se  rappelle  la  règle  pour  diiféreiitier 
les  quantités  à  plusieurs  variables  (11,  12),  on  ver- 
ra, dit  Bezout,  (*)  que  pour  intégrer  les  différen- 
tielles à  plusieurs  variables  (lorsque  cela  est  pos- 
sible), il  faut  rassembler  tous  les  termes  affectés  de 
la  différentielle  d'une  même  variable,  et  les  inté- 
grer comme  si  toutes  les  autres  quantités  étaient 
constantes.  Alors  si  Ton  différentie  cette  intégrale, 
en  faisant  varier  successivement  toutes  les  vari- 
ables, et  si  l'on  retranche  le  résultat  de  la  diffé- 
rentielle proposée,  l'intégrale  qu'on  a  trouvée 
(augmentée  d'une  constante)  est  la  véritable  inté- 
grale, s'il  ne  reste  rien.  S'il  y  a  un  reste,  on  sui- 
vra à  l'égard  de  ce  reste  le  même  procédé  que  l'on 
a  suivi  d'abord,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  si  Ton  avait  à  intégrer 

3  x^ydx  +  xHy  +  5  xyUy  4-  y^dx  ....  (f), 

(♦)  Cours  de  Mathématiques,  NUe  Ed.  4e.  partie,  page  178. 


18 

on  prendrait  les  deux  termes  affectés  de  dx,  savoir: 
3  x-ydx  +  y^dx, 

et  on  les  intégrerait  comme  si  y  était  constant  (57). 
L'intégrale  est  23y  +  xy^. — Différentiant  cette  qnan- 
tité  par  rapport  à  x  et  à  y  successivement  (12),  on 
aurait  3  x-ydx  +  x^dy  +  5  ocy^dy  +  y^dx,  et  retran- 
chant ce  résultat  de  la  différentielle  proposée  (f), 
il  ne  reste  rien.  Donc  l'intégrale  demandée  est 
x^y  +  xy5  4-  C. 
68.  Si  l'on  avait  à  intégrer 
x^dy  +  3  x'^ydx  +  x'^dz  +  2  xzda^  +  xdx  +y'^dy ...  (g), 
en  rassemblant  tous  les  termes  affectés  de  dx,  savoir: 

3  x'^ydx  +  2  xzdx'  +  xdx, 
et  intégrant  en  regardant  y  k  z  comme  des  con^ 

stantes,  on  aurait ....  x^y+x-z-\ ....  Différentiant 

2 

cette   quantité    en  faisant  varier     successivement 

X,  y  et  z,    on   aurait  ....  3  x'^ydx  +  x^dy  +  2  xzdx  -f 

x-dz+xdx.       Eetrancliant  ce  résultat  de  la  diffé- 
rentielle proposée  (g),  il  reste  y-dy  ;  on  prend  donc 

l'intégrale  de  y'^dy,  qui  est  —  ,  et  l'ajoutant  à  celle 

3 

que  l'on  a  déjà  trouvée,  on  a  pour  intégrale  totale 

X2         y3 

x^y+x'^z+  —  +  —  +   c. 
2        3 
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CHAPITRE   II. 


APPLICATIONS. 


ARTICLE      PREMIER. 


QUADRATURE   DES  COURBES. 


09.  Problème.— Carrer  une  courbe  algébrique 
quelconque  (Fig.  1^^^.)^ 

Solution. — Soit  l'abscisse  AP  =  x,  l'ordonnée 
mV  =  y  :  donc  ?îR  =  dy,  et  mR  =  P/>  =  dx. — Il  est 
évident  que  Ton  peut  prendre  pour  différentielle  de 
l'espace  AimV,  le  trapèze  mnpV,  si  l'on  suppose 
les  deux  ordonnées  mV  et  np  infiniment  proches 
l'une  de  l'autre.  Or  le  rectangle  ynRpV  ne  diffère 
du  trapèze  mnpV  que  du  triangle  mnB.-,  il  peut  donc 
aussi  être  pris  pour  différentielle  de  l'esjiace  A/wïP, 
puisque  la  surface  de  ce  triangle  miîK  est  égale  au 
produit  de  sa  hauteur  nR  =  dy,  par  la  moitié  de  sa 
base  rtiR  =  dx,  et  par  conséquent  est  un  infiniment 

dxdy 

petit  du  second  ordre ,  que  l'on  peut  négliger 

2 


I 
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sans  erreur  sensible  par  rapport  au  trapèze  mnpV, 
infiniment  petit  du  premier  ordre.  Mais  le  rec- 
tangle mR/>P  est  égal  au  produit  de  mP  par  mR,  ou 
à  ydx.  Donc  en  intégrant  on  aura  Tespace 
AimP  =  *S',  c'est-à-dire  S=  T ydx. 

yO.  Remarque  — On  voit  ici  que  l'on  peut  re- 
garder cet  espace  AimV  comme  formé  d'une  infinité 
de  ces  trapèzes  mnpV  :  donc  ces  trapèzes  peuvent 
être  considérés  comme  les  éléments  de  cet  espace, 
et  cet  espace  lui-même  est  égal  à  la  sommée  de  ces 
éléments.    (53) 

Pour  intégrer  l'expression  précédente,  il  suffit  de 
substituer  à  y,  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la 
courbe. 


Applications  de  cette  formule . 


yi.  Parabole.  I.  Espace  intérieur. — 1°  En  sup- 
posant X  variable.^  (Fig.  1ère.) 

L'équation  de  cette  courbe  est  fp  —  px\    donc 

_        i    i  \  \ 

y  =;  'sfpx  :=zp  X.  La  suddice S  =  T ydx  =rp  x  dx  = 

P  ^  _       ^    i_  è  i 

i  P  ^  —  t  ^P  ^  ~f  ^y*    Donc  l'espace  pa 

3 
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rabolique  intérieur  AimF  est  égal  aux  deux   tiers 
du  rectangle  formé  par  Tabscisse  et  l'ordonnée. 

y^ — 20-En  supposant  y  variable. 

En  différentiant  l'équation  y^=^pxy  on  a 

2ydy 

2  ydy  =pdx  ;   donc  dx  = .   Donc  S  =:rydx=z 

p  *^ 

2  y'^dy       2  y^       2  y^y         pxy 

f = = =f -i^y>  mêmeré- 

*^       p  Sp  Sp  p 

sultat  que  celui  du  n^-  précédent. 

Quant  à  la  constante  C,  lorsque  y  =  0,  on  voit, 
par  la  seule  inspection  de  la  figure,  que  *S^  devient 
aussi  0.     Donc  alors  *S'  =  fydx  ~  %xy  ■\-  C,  devient 

0  =  0  +  C  :  donc  C  =  0. 

lyS.  If.  Espace  extérieur. — L'équation  de  la 
parabole  par  rapport  a  sa  convexité  étant  x2  =  py, 

x^  x2dx 

on  a  donc  y  =  —  .     Donc  S  =fydx  =  /*  = 

p  *^  -f       p 

x^  x'^x         jyxy 

—  =  J  —  =  J =  i  Jcy.      Donc  l'espace  para- 

^p  p  p 

bolique  extérieur  Aomi  est   égal   au  tiers  du  rec- 
tangle formé  par  l'abscisse  et  l'ordonnée. 

3' 4.  m.  Espace  compris  entre  deux  ordonnées. 

Soit  cet  espace   mnpV:,  soit    AP  =  «,  Pp  =   v, 
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fnP  =  è,  np^y  \   alors    Ajo  ou  a;  =  «  +  v.      Donc 


y  =  V^x  =:V^a  4-  /?t;.     La  différentielle  de  cet  es- 
pace étant  ydv,  on  aura  sa  surface  >S'=  f  ydv  = 

/  'fpcTÇfv  X  6/1;.       Soit  ^a  +  J(?^;  =  ■S'  ;  différentiant 

dz 
on  a  joc?i^  =  dz  ;   donc  c^z;  =  —  ....  Donc 

'P 

Vz  dz 

S  =:  r  ydv  =  r^fpa  -^-pv  x  dv  =  j* = 

I 

z  z^lz  pa-[.pv 

îp  P  p 

Pour  déterminer  cette   constante  O,  soit  x  =  0. 
Alors  l'espace  mnp'P,    représenté   par   S  —  fydvy 

devient  aussi   0 Donc  alors  0  =  f  a^'pâ+C; 

donc   C  =  —  f  «  Vjt)«.      Donc    enfin 


S  =  ^  {a  +v)  '^pa  ■\-  pv  —  fa  ^pa, 

ou  f  a:  '^px  —  fa  '^pa,  ou  ^  xy  —  f  a5. 

Et  effectivement  f  xy  représente  l'espace  AinpA, 
et  f  aJ,  l'espace  A^mP A;  mais  Am^A — AimVA  = 
l'espace  mnpV,  compris  entre  les  deux  ordonnées 
mP  et  np. 

75,  Triangle. — La  même  formule  peut  servir 
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à  faire  trouver  la  surface  cVun  triangle,  quoique  ce 
soit  une  figure  rectiligne. 

Soiten  effet  le  triangle  ABC  (Fig.  lère.)^  rectangle 
en  A.  On  a  la  proportion  1  :  tan.  C  :  :  AC  :  AB  ; 
d'où  AB  =  tan  C  x  AC.       Soit  AC  =  :r,  AB  =  y, 

y 

tan  C  =  5.      Donc  y  =  bx,  etb  =  —  .       La   surface 

bcc'^ 
s  =  fydx  =  f  bxdx  —  —  :  et  substituant  la   va- 

a:2y     xy 
leur  de  b,  ....  S  =  —  =  — ,  c'est-à-dire  que  la  sur- 
2x      2 

face  est  égale  au  demi-produit  de  la  base  par  la 
hauteur,  comme  on  le  démontre  dans  la  géométrie 
élémentaire. 

5'0.  Cercle. — I.En  coinpiant  les  abscisses  de  Vo- 
rigine   du   diamètre. — Soit  le  diamètre  =  1.     Alors 

l'équation  devient  y  -  =  a?  —  a;^.  donc  y={x  —  x^)  . 

Donc  la  surface  ^  =  f  ydx  =  /*  (a:  —  x^)  dx  =  (*) 


S' 


1 &c. 

L  2  8        16 


dx  = 


(•)  Voyez  V,  note  A, 
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i  h  l 

^  X  dx        X  dx      X  dx 

/\x  dx &c.)  = 
^                  2             8           16 

h  l  \ 

l  X  X  X 

f  X &c. 

5        28       72 

En  supposant  x  —  \e  diamètre  1,  on  aura  la  sur- 
face du  demi-cercle  =  |  —  \  —  7^  —  ^5  —  &c.,  et  en 
doublant,  celle  du  cercle  entier. 

y  y. — IL  En  comptant  les  abscisses  du  centre. — 
Soit  alors  le  rayon  =  1.      On  a  donc  l'équation 

i 

y^  =  \ — x'^y  ety=(l — 0:2)  .     Donc  la  surface  S,  cor- 

ï 
respondan  te  à  l'abscisse  ^,  =  /V^-^=  /*(!  —  ^^)  c?x=(*\ 

a;2         a:4       x^        b  x^       7  x^^ 

Pn &c.)c^  = 

^  2         8        16        128         256 

xMa:       x^dx        x^dx        5  x^dx      7  x'^^dx 


S 


[dx 


2  8  16  128  256 


X^       a;5         x'I        bx^       7  ajU 

&c.)=^ &c. 

6        40      112      1152       2816 


Supposant  a;  =  le  rayon  1,  on  a  pour  la  surface   du 


(*)  Voyez  III,  note  A. 
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i  1  1  5 

quart  de  cercle,  S  =  1 

6        40        112        1152 


&c.,  et,  en  quadruplant,  celle  du  cercle 


2816 
entier. 

yS.  Ellipse.— ^En   comptant  les  abscisses  de- 

puis  le   centre,  Téquation  est  y^  =  —  (^2  —  x^), 

d'où  y  =  —  («2  —  x^)  ....  Donc  la  surface  S  =  i]/dx= 
a  ^ 

h  \  h  a^  xf* 

^   a  ^  a  2  «2        8  a4 

oj^  5a?8 


16  a^        128 


rb{d2 


x^dx       x^dx       x^dx        5  x^d: 


X 


2  «2        8  a^^        16  «6         128  «8 


&c. 


a:^  a?^  x*^  5  a?9 

i  (x &c.). 

6  «2        40^4        112^6         1152  «8 

En  remplaçant  ^  par  a  dans  cette  série,  on  aura  la 


(•)  Voyez  VII,  note  A. 
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surface  du  quart  de  l'ellipse,  et,  en  quadruplant, 
celle  de  l'ellipse  entière. 

yO.  Hyperbole. — Espaces  asymptotiqnes,  — 
(Fig.7e.)  Soit'AB  =  ^,BP  =  x;  doncAP=^  +  x. 
Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  asymptotes  sont 
perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  L'équation  ordi- 
naire de  l'hyperbole  par  rapport  aux  asymptotes 
est  xy  =  g^.      Ici  x  ou  AP  =  ^  +  a:  ;  donc  l'équation 

devient  .».  {g  ■\'  x)  y  =.  g^  :    donc  y  ou  MP  = 


9+^ 
Donc  la  surface  de  l'espace BCMP,  ou  8=  fydx^ 

dx 
fg"^ =  g'^  log  {g  +  x)+C Quand  BP  =  or 


y 


devient  0,  l'espace  BCMP  ou  *S'=0  aussi.  Donc 
0  =  g'^  log.  g  +  C:  donc  C  =  —  g'^  log.  g  ...  Donc  S  = 
^•2  log.  {g  +  x)  ^  g-^  log.  g. 

Soit  maintenant  AB  ou  g=  1  :  alors  .... 

S  =  log  (1  +  a;)  —  log.  1  =  log  (1  +  0?)  —  0  = 
log  (1  +  x).  Donc  l'espace  BCMP  =  log.  AP.  On 
aura  de  même  BCMP  =  log.  AP',  &c.  Donc 
BCMP:  BCM/P'::  log.AP:  log.  AP';  c'est-à- 
dire  que  les  aires  asymptotiquesBCMP,  BCMT', 
dans  une  hyperbole  équilatère,  sont  proportionnelles 
aux  logarithmes  népériens  des  abscisses  correspon- 
dantes  AP,  AP;    d'où  il  suit  que  si  les  abscisses 
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sont  en  progression  par  quotient,  les  aires  corres- 
pondantes sont  en  progression  par  différence. 

80.  On  peut  de  même  en  variant  l'angle  des 
asymptotes  obtenir  une  infinité  d'autres  systèmes 
de  logarithmes.  En  effet,  soit  UMV  (Fig.  8^-)  une 
hyperbole  quelconque.  Soittoujours  AB  =  1.  La 
différentielle  de  l'espace  BCMP  est  le  petit  tra- 
pèze PMm^,  ou  le  petit  parallélogramme   VMnp. 

Menant  po  perpendiculaire  sur  PM,  dans  le  triangle 

rectangle  jpoP,  on  aura  la  proportion 

1  :  Vp  :  :  sin  oPjt?  :  po  =  P/?.sin  XAY  =  dx.  sin  J3, 
appelant  -^  l'angle  des  asymptotes.  Donc  le  parallé- 
logramme VMnp  =  PM  y^  po  z=  ydx.  sin  A. 

1 
Mais  y  — .     Donc  l'espace  BCMP,  ou  *S'  = 

1+a? 

dx 

sin  Jl  =  log  (1  +  a?)  sin  Jl  =  log.  AP.   sin  Jl 

l+a? 

On  peut  regarder  sin  A  comme  module. 

Dans  le  système  des  logarithmes  ordinaires,  le 
module  ou  sin  A  =  0,434-294419  :  l'angle  qui  a 
ce  nombre  pour  sinus,  le  rayon  étant  1,  est  de  25 
44'  25,?'  47  :  tel  est  l'angle  que  doivent  former  les 
asymptotes  d'une  hyperbole  pour  que  chaque  aire 
asymptotique  soit  le  logarithme  tabulaire  de  l'ab- 
scisse correspondante. 

^1.  Cycloïde.— Soit  l'axe  BR  de  la  cycloïde, 
(Fig.  9®)  ou  le  diamètre  du  cercle    générateur  =r  1  ; 
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soit  BP  =  X  ;  TwP  =  Va?  —  a?2 ;  soit  /P  -rzy  :  fn  = 
e^a?  et  In—dy,  Les  deux  cordes /jÇ  et  Bm  sont  égales 
et  parallèles,  et  l'arc  infiniment  petit  If  peut 
être  regardé  comme  le  prolongement  de  la  tan- 
gente/!^. Donc  les  deux  triangles  Ifn^  ?wBP  ont 
leurs  côtés  correspondants  parallèles  ;  donc  ils  sont 

semblables.     Donc  on  a  la  proportion 


BP:  Vm  :  :  fn  :  In,  ou  x:   '^ x —  x'^'.  \  dx\  dy  — 


Vx  —  a?2  X  dx 

.     Or,  par  rapport  à  l'espace  extérieur 

X 

ADBA,  l'abscisse  BA  ou  x  l  =/P  ou  y,  et  l'ordon- 
née A/"  ou  y^  =  B/?  ou  X.  Donc  l'espace  B  hfoM 

i 
S  z=zÇy^dxl  devient  S=fxdy  =  Ç{x  —  rcS)  dx 

=  par  conséquent  l'espace   circulaire  BmP  (76). 
Donc    de    même  l'espace  extérieur  ABDA 
tout  entier  =  le   demi-cercle  générateur    B?»RB. 

BR        cr 

Or  ce  demi-cercle  =  BwR  X = ;     donc 

4  4 

l'espace   cycloïdal  extérieur  ABDA  =  aussi 

cr 

.  Mais  le  rectangle  entier  BDAR  =  AR  x  BR 

4 

c 
=  BwR  X   BR  =  —  X  2  r  =  cr.       Donc  l'espace 
2 


5^ 

intérieur  BARB  =  |  cr.     Donc  il  est  triple  du  de- 

cr 
mi-cercle  B?/iRB  =  —  .      Donc   l'espace  cycloïdal 
4 

ABC  A  tout  entier  est  triple  de  la  surface  dn  cercle 
générateur. 

ARTICLE     DEUXIÈME. 

RECTIFICATION   DES  COURBES. 

>!>  \  ^.  ^ 

8^.  Rectifier  une  ligne  courbe,  c'est  déterminer 
sa  longueur,  ou  assigner  une  ligne  droite  qui  lui 
soit  égale,  ou  qui  soit  égale  à  un  arc  proposé  de 
cette  courbe. 

83.  Problème. — Rectifier  une  courbe  algébrique 
quelconque. 

Solution. — Soit  l'arc  Am  =  «  (Fig.  1ère.)  La  dif- 
férentielle est  mn  —  ds.  Le  triangle  rectangle  mnR 


donne  l'équation  mn—  ym]X^  4-  mR2  ou 


ds=^dx'^  +  dj/^. 

Il  sufl&t  de  substituer  dans  cette  formule  la  valeur 
de  dx,  ou  celle  de  dy,  tirée  de  l'équation  de  la 
courbe,  et  d'intégrer,  pour  avoir  la  valeur  de  l'arc  s. 
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Applications  de  cette  formule. 


84.    Parabole. — L'équation    de    cette  courbe 
étant  y^  =  i?a?,  on  aura,  en  la  différentiant,  .... 

2  ydy  —pdx  ;    donc  dx  = ;  donc  dx^  = . 


(if         4.yHf      .f'n 

=  ^/dx^  +  dy^z=.}l  ^dy^+ = 


Donc  ds 

P" 

Afp'^dy'^  +  4  y^dy^      dy  è 

T =  —  (/?2  +  4  y2)  .    En  réduisant 

i 
(/?2  +  4  2/2)  en  série,  par  la  formule  de   Newton  (*), 

on  obtient /9  H ^ 1 }-  &c. 

jo  p^         p5  pJ 

dy 
Multipliant  chaque  terme  de  cette  série  par  —  ,  on 

P 


(*)  Voyez  VIII;  note  A. 
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2  yUy        2  yHy      4  ifdy 
trouve  ds  =  df/  + h 


p2  p4  pQ 

10  y^dy 

+  &c Donc,  en  intégrant,  .... 

2y^         2î/       à  y''        lOy^ 
s  =zy-\ 1 h  &c. 

85.  Cercle. — I.  En  comptant  les  abscisses  de  Vo- 
rigine  du  diamètre , — Soit  le  diamètre  =  1.  L'é- 
quation est  alors  if  —  x  —  a:^  ;    d'où  y  —  "^ x  —  x^  ; 

dx  —  2xd^  

donc  dy  =  —         _        .     Donc  ds  =  ^  dx^  +  dff-  = 


aT  da^  —  4.  xdx^+  4  xUx^ 

;y  ^0^2  + = 

4a;  — 4a:2 
A^4  ^6/a?2  —  4  a;2c?a:2  +  c?^  _  4  j:c^2  +  4  a;2^j;2 


4  X  —  4  a;2 


^7"       c/a?2  ÉZ:r4/"^n^  dx 

407  —  4x2        2        x  — a;2       2 


(*)  Voyez  VI,  note  A. 


({•2 


1  3  5  7  ■ 


Donc  on  aura,  en  intégrant  cette  série, 

i         X       Sx        5x         35  0? 

s=i  {2  X    +— + + + +  &c.). 

3  20         56  576 

En  supposant  x  égale  au  diamètre  1,  et  en  dou- 
blant, on  aura 

Circonférence  =2  +  ~  +2Ô"''56  "^576"^ ^^* 

86. — II.  I^n  comptant  les  abscisses  du  centre. — 

Soit  alors  le  rayon  =  1.  L'équation  sera     

y2  =  1  —  x^  ',    ....  différentiant,  .... 

xdx  xdx 

2  ydy  —  —  2  xdx  ;    donc  dy  = = IHZI  * 

y  Vi  — x^ 

\r  X2dx^ 

Donc  ds  =  -^dx^-V  dy^  =  T    dx-  + = 


l—x^ 


A/'  dx^ -^x^dx^  +  x-^dx'^      kT     dx^ 


\  —  x^  1  —  0:2 


dx  y   =  dx  (1  —  a;2)  -è  =  (*) 

1  —  0:2 


(*)  Voyez  IV,  note  A. 
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X2dx     3  x^dx       5  x^dx        35  xsdx 

dx  + + + + +&C. 

2  8  16  128 

En  intégrant  cette  série,  on  aura  donc 

s  —x-\- h 4- 1 1-  &c. 

6         40  112       1152 

En  supposant  x  égale  au  rayon  1,  on  aura 

Circonf.  135  35 

=  1  +  B  +  40  +  177  +  rï52  +  ^^-^  ^t  "^^  ^o^^- 

4 


blant,  ....h,  Circonf.  =  2  +  ^  +  |j  +  |g  +  |^+  &c. 
comme  dans  le  problème  précédent  (85). 


ARTICLE     TROISIEME. 


QUADRATURE  DE  L'AIRE  DES  SOLIDES 
DE    RÉVOLUTION. 


8 y.  X^n  solide  de  révolution  est  un  solide  en- 
gendré parla  révolution  d'une  courbe,  tracée  sur 
un  plan,  autour  de  son  axe.     ^ 

8>8..Probl|)me. — Trouver  V expression  générale 
d^une  suvface  de  révolution.     (Fig.  l^^e.) 


()4 


Solution.  —Supposons  que  la  courbe  Amn  fasse 
une  révolution  autour  de  son  axe  AB  :  elle  engen- 
drera dans  ce  mouvement  une  surface  de  révolu- 
tion, dont  l'élément  ou  la  différentielle  sera  la  zone 
décrite  par  l'arc  infiniment  petit  mn.  Or  cet  arc 
se  confond  sensiblement  avec  la  partie  con*espon- 
dante  de  la  tangente.  Donc  cette  zone  peut  être 
considérée  comme  la  surface  latérale  d'un  cône 
tronqué,  engendré  par  la  rotation  du  trapèze  Vmnp 
autour    de  P/9.     Mais    la   surface  latérale  de  ce 

Circonf.  Vm+ Circonf.  pn 

cône    tronqué    = x  mn. 

2 

Soit  Tare  Am  =  s  ;  mn  =  ds  ;  soit  AP  =  a;,  d'où 
Vp  =  dx'.  soit  Vm  =  y  ;  7iK  =  dy,  et  pn  =  y  +  dy. 
Soit  encore  S  la  surface  de  révolution  ;  sa  différen- 
tielle dS  sera  la  surface  latérale  du  cône  tronqué. 
Donc  dS  =  n[2y+  dtj)  ds=:2nyds-\-n  dyds. 

Or    on    peut    négliger  H  dyds.  infiniment  petit 

du  second  ordre J^onc  dS  =  2  H  yds  = 

2  n  y  '^doc^  -{-  dy^  (83).      En  intégrant,  on  aura  la 
surface  de  révolution  S. 


Applications  de  cette  formule, 
\ 


S9.  Sphère. — L'équation  du  cercle  étant 
y2  =2  ax  — ic^,  on  aura,  en  la  différentiant,  ., 
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adx  —  xcLv 


2  ydy  =  2  adx  —  2  xdx  ;  d'où  dy 


Donc  d  *Sf=2ny  ^c^a^^  +  dy^  = 


—  2  axdx^  +  x2c?a?2 


ny     T 


yMx'i  +  «2^^072  —  2  axdx^  +  a^Sofa?^ 


2  n^x  Vy2  +a2_  2  aa;  +  a:2  =2nfZx  Va2  =  2  H  adx. 

Donc  en  intégrant,  aS  =  2  n  «x  -tr  C 

Soit  x=  0  ;  alors  6^  =  0  ;  donc  0=0+0;  donc  C=  0. 
Donc  *S'=  2Tlax. — Soit  maintenant  a?  =  2  a  ;  alors 
S  =  4^  n  a^,    surface  de  la  sphère. 

En  effet,  le  diamètre  étant  2a,  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  se  trouvera  par  la  proportion  1  :  n  :  : 
2a:  2  n  a;  la  multipliant  par  ie  diamètre  2  a,,  on 
aura  >S  =  4  n  «2. 

90.  Cylindre. — Sa  surface  étant  engendrée  par 
la  révolution  d'un  rectangle  ABCD  autour  de  l'axe 
AB  (Fig.  10^),  soit  AB  =  a,  AC  =  b  ;  l'ordonnée 
sera  constante,    et  égale  à  AC,  ouy=b;  donc  dy= 0 . 

Donc  dS  =  2ny  Vc?x2  +  dyi  =  2  U  bdx  ;  donc  .... 
^S=2n  bx  +  C.      Quand  x  =  0,  C  aussi  0. 

Soit  maintenant  a;  =  «  ;  alors  *V  =  2  n  ba,  c'est-à- 
dire  =  2  n  ô,  la  circonférence  de  la  base,  par  a,  la 
hauteur. 
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91.  Cône. — Ce  solide  étant  engendré  par  la  ro- 
tation d'un  triangle  rectangle  ABC  (Fig.  11^)  au- 
tour de  Taxe  AB,  soit  AB  =  a,  BC  =  6 ,  AP  =  x, 
et  PM  =  y  ;  on  aura  la  proportion 

AB  :  BC  :  :  AP  :   PM,  ou  a  :  b::  x:  y; 

h  h 

donc  y  =  —  x\    donc  dy  —  —  dx.     Donc 
a  a 

à   \r      w— 

dS=:2ny'^dx'^+dy^=2ll  —  x   J    (ia^  +  —dx'^=: 

a  a^ 

h     kf  d^dx'^  +  bUx^  b  

II  —  a;  f =  2  n  —  a7c^:c  Va2  -f  b2. 


2 

a 


Donc,  en  intégrant,  *S'=  Tlb  —  V«2  +  ^2  _j.  (7.  Quand 


a;  =  0,  «9  =  0;     donc  0=  0,— Mais  Va2  +  p  =  Thy- 

x^ 
poténuse  AC.   Donc  S  =  TÎ  b  —  x   AC.  —  Soit  à 


présent  xz=a;  alors  S=Tl  bx  AC,  c'est-à-dire=n  b, 
la  demi-circonférence  de  la  base,  par  le  côté  AC 
du  cône. 


•0000' 
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ARTICLE     QUATRIÈME. 

CUBATURE  DES  SOLIDES  DE    RÉ- 
VOLUTION. 


0%.  Problème. — Cuber  un  solide  quelconque  de 
révolution.  (Fig.  12*^) 

Solution. — Si  la  figure  mixtiligne  aho  tourne  au- 
tour de  son  axe  ah,  elle  engendrera,  dans  ce  mou- 
vement de  rotation,  la  solidité  d'un  corps,  dont 
rélément  ou  la  différentielle  sera  le  cylindre  infi- 
niment petit  oemdino  ;  or  ce  cylindre  est  égal  au 
produit  de  la  surface  du  cercle  décrit  par  ce,  par 
son  épaisseur  bc.  Soit  ac  =x,  ce=^y  ;  bc=  donc 
dx.     On  a  la  circonférence  décrite ^ar  ce,  en  disant 

I  iH:  :  2  y:   Cire.  =211  y.      En  multij^liant  cette 

y 

circonférence  parla  moitié  du  rayon  ou  par — ,  on  a 

2 

II  y^  pour  expression  deTaire  du  cercle  décrit  par  cé?. 
Donc  le  cylindre  élémentaire,  ou  (en  appelant  S  le 
solide  de  révolution)  dS=îl  y2  dx. 
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Applications  de  cette  formule. 


93.  ParaboloÏde. — L'équation  de  la  parabole 
étant  2/2  =  jo^,  on  a,  en  substituant  cette  valeur  de 
y2  dans  la  formule  précédente,  dS  =  ïlpxdx.  Donc, 

II  px2    II  xy^ 
en  intégrant,  S  = = ,  c'est-à-dire  =  II  y^, 


Taire  du  cercle  de  la  base,  par  — ,  la  moitié  de  la 

2 

hauteur  du  paraboloïde. 

Donc  la  solidité  d'un  paraboloïde  est  la  moitié 
de  celle  du  cylindre  circonscrit,  qui  serait  égale  à 
II  a?2/2. 

94.  Sphère.. — L'équation  du  cercle  est  y^  = 
2aa?  —  «2.     Donc  dS  =  II  y^dx  =ll{2ax  —  x^)  dœ. 


En  intégrant,  on  a  S  =  II  1   aa?2 

l  3 

Mais  C  =  0,  lorsque  x  =  0. 

Soit  maintenant x  =  2  a;  alors  S  = 


+  a 


r         8  an 

3  ... 


3     J 


II  I   4a 


=11 


12           8       " 

4 

—  «3 ^3 

=  —  11  «3, 

3            3 

3 
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c'est-à-dire  que  la  solidité  est  égale- au  produit  de 

a 
4  II  a^,  la  surface  de  la  splière  (89),  par — ,  le  tiers 

3 
de  son  rayon. 

Cependant  le  volume  du  cylindre  circonscrit  se- 
rait égal  au  produit  de  la  surface  de  sa  base,  c'est- 
à-dire  de  II  a?,  par  sa  hauteur  2  a  ;  donc  il  serait 
égal   à2IIa3.       Donc   la  sphère  est  au  cylindre 

4 
circonscrit,   comme  —  :     2,    ou  comme  4  :    6,    ou 
3 

comme  2:3. 
05.  Ellipsoïde. — Dans  l'ellipse, 

y2=:-_  (2aa7— x2) Donc  dS =11  y'^ dx  =^ 

«2 

Il  —  (2  ax — 0*2)  dx.       Donc,  en  intégrant, 
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S  =  11 


ax 


2 


+*C.  Orquandx=0,S=0, 


3  ^ 

et  0=  aussi  0 Maintenant  soit  x  =2  a;  alors 

^2       4  4 

S  =11—  X  —  «3  =  ___  II  ^J2. 

«23  3 

D'ailleurs,  le  cylindre  circonscrit  à  l'ellipsoïde, 
engendrée  par  la  révolution  d'une  ellipse  autour  de 
son  grand  axe,  est  égal  au  produit  de  la  surface  du 
cercle  de  sa  base  (c'est-à-dire  du  cercle  décrit  par 
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le  demi -petit  axe  b),  par  sa  hauteur  (c'est-à-dire  par 
le  grand  axe  2  a  de  Tellipse)  ;  donc  ce  cylindre  cir- 
conscrit =  II  i^'  X  2  a  =  2  II  ah''-. 

Donc   Tellipsoïde   est   au    cylindre    circonscrit, 

4 
comme  —  :  2,  ou  :  :  4  :  6,  ou  :  :   2  :  3. 
3 


ARTICLE    CINQUIÈME. 

MÉTHODE  INVERSE   DES   TANGENTES. 


0O.  On  appelle  ainsi  la  méthode. qui  sert  à  faire 
trouver  la  nature  d'une  courbe,  lorsqu'on  connaît 
sa  sous-tangente,  sa  sous-normale,  sa  surface,  &c. 
Elle  consiste  à  comparer  l'expression  particulière 
de  cette  sous-tangente,  de  cette  sous-normale,  &c., 
avec  l'expression  générale  de  la  sous-tangente,  de 
la  sous-normale,  &c. 

Oy.  Piioi5LÈME  l^ï" — Trouver  la  courbe  dout   la 

2  2/2 

sous-tangente  = . 

P 

Solution, — L'expression  générale  de  la  sous-tan- 

ydx  ydx      2  y^ 

gente  étant  s  =  — (28),  on  a  —  = .  Donc 

dy  dy         p 
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pydx  =  2  y-dy  ;  donc  pdx  =  2  ydy.      Intégrant,  .... 
px  =y2,   équation  de  la  parabole  ordinaire. 

OS.  Problème  2^"^ — Trouver  la  courbe  dont  la 
3  y3 


sous-tangente 


p2 


3  2/3        ydx 

Solution. — Ici  on  a = Donc 

^^  dy 

Sy^dy=p^ydxy   et  S  y'^dy  =p'^dx Intégrant, 

y3  =  p2xj  équation  de  la  première  parabole  cubique. 

90.  Problème  3^ — Trouver  la  courbe   dont    la 

2œ  ^Sx^ 


sous-normale 


sy 

Solution. — L'expression  générale  de  la  sous-nor- 

ydy  2x  —  3a?2     ydy 

maie  (34)   étant  u  = ,  on  a = . 

dx  S  y  dx 

Donc  2  xdx  —  3  x^dx  =3  y~dy.  Donc  en  inté- 
grant, ^2  —  x3  =  y3,  équation  du  premier  cercle  du 
second  genre. 

lOO.  PkoblÈxME  4^ — Trouver  la  courbe  dont  la 

2  px 

sous-normale  = .  •- 

S  y 
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Sol  14 lion. — On  a  ici 
ydy     2 px 


Donc 


doc         3  y 

3  y'^dy  =  2pxdœ.     En  intégrant,  y^  =P^^,  équation 
de  la  seconde  parabole  du  premier  genre. 

lOl.  Problème  5®- — Trouver   la   courbe  dont 

P 
la  sous-normale  =  —  . 
2 

ydy      p 

Solution.. — Alors  =  — ;  donc  2  ydy  =2)dx  ; 

dx        2 

donc  en  intégrant,  y^  =px,  équation  de  la  parabole 
ordinaire. 

ÏO'îî.  PiiOBLÈME  6e — Trouver   la  courbe    dont 

1— 4a:+3a72 
la  sous-normale  = . 


3  y 


ydy      1  —  4  X  +  3  X2 

Solution. — Ici = ,     ....     Donc 

dx  3  y 

3  y^  dy  —  dx  —  4  xdx  +  3  x'^dr.  Intégrant  cette 
équation,  ....  y'^^x —  '1  x^-\-^'^  —  x{\  —  2  x  +  x^) 
—  x{\ — a;}2,  équation  du  second  cercle  du  pre- 
mier genre. 


METDODË  DES  lllTES. 


ARTICLE    PREMIER. PRINCIPES, 


103.  Soit  réquation  y  =  ax:  comme  y  prend 
(les  valeurs  différentes  selon  la  valeur  qne  l'on 
donne  à  x,  cette  quantité  x  s'appelle  la  principale 
variahlcj  ou  la  variahle  indép)endante,  et  y,  la  va- 
riable secondaire  ou  dépendante. 

104r.  Si,  dans  cette  équation  y=  ax,  on  suppose 
que  X  reçoive  un  accroissement  quelconque  //,  de 
manière  à  devenir  x  +  7t,  et  si  l'on  désigne  par  y^  la 
nouvelle  valeur  qui  en  résultera  pour  y,  on  aura 
y^  —  a.  {x+  h)  =  ax  -^  ah.  Retranchant  la  première 
équation  de  la  seconde,  il  reste  y'  —  y=:  ah  i  et  di- 

y^  —  y 

visant  les  deux  membres  par  //,  il  vient =  a\ 

h 

c'est-à-dire  que  le  rapport  de  l'accroissement  y'  —  y 
de  la  fonction  à  celui  hàe  la  variable  est  constant, 
et  indépendant  de  leurs  valeurs  particulières. 
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105.  Si  Ton  avait  la  fonction  un  peu  plus  com- 
pliquée y  =  ax^  :  en  y  mettant  :r  +  A  à  la  place  de  x, 
on  obtiendrait  yl  =  a[x  +  //)2  =  aoc'^  +  2  axh  +  ah^. 
Soustrayant  la  première  équation  de  la  deuxième, 
yl  —  y  =  2  axh  +  aîfi  :  et  divisant  chaque  membre 

yi  —  y 

par  /*,.... =  2  ax  +  a//. — On  voit  ici   que  le 

h 

rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui  de 
la  variable  est  formé  de  deux  termes  :  l'un  est  in- 
dépendant de  la  valeur  particulière  de  l'accroisse- 
ment h,  l'autre  en  est  affecté.  Ce  rapport  diminue 
d'autant  pins  que  /*  diminue,  et  lorsque  h  devient 
nul,  ce   rapport  se  réduit  k  2  ax  ....  Ce  terme  2  ax 

yl  —  y 

est  donc  la  limite  du  rapport ,  puisque  c'est 

h 

vers  ce  terme  que  tend  ce  rapport  à  mesure   que  h 
diminue. 

La  différence  yl  —  y  s'anéantit  elle-même  lorsque 
h  =  0',  cependant  leur  rapport  ne  s'anéantit  pas, 
puisque  dans  ce  cas  il  est  égal  à  2  ax, 

106.  De  même  si  l'on  a  l'équation  y  =  ax^, 
yl  zza{x  +  hf=  ax^  +  3  axVi  +  3  axh^  +  ah^  :  danc 

y'  —  y 

=   Sax^  +  Saxh  +  ah^  ;    et  quand  h  =  0, 

h 

c'est-à-dire    quand  on  pas^e  à  la  limite,  ce  rapport 
se  réduit  à  3  aoc^. 
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109^.  Cette  quantité  /*  est  donc  la  difFérence 
entre  la  valeur  actuelle  de  la  variable  or,  et  sa  va- 
leur primitive  ;  de  même  yl  —  y  est  la  différence 
entre  la  valeur  actuelle  y^  de  la  fonction,  et  sa  va- 
leur primitive  y.  Quand  on  passe  à  la  limite,  ces 
deux'  quantités,  qui  deviennent  nulles,  se  désignent 
respectivement  par   dx  et   dy  ;  ainsi    l'expression 


r'— y 


=  3  ax^  +  ^axh  +  ali^  devient  alors 


dy  _  dy 

—  =  3  aa?2 (JV*).      Le  rapport—  s'appelle  le 

dx  dx 

coefficient  différentiel  de  la  fonction  y. 

Dans  l'équation  (JV^,  ôtant  le  diviseur  dx,  on  a 
dy  =  S  ax'^dx.  Cette  quantité  3  ax'^dx  est  ce  qu'on 
appelle  la  différentielle  de  la  fonction  y. 

108.  Soit  y  =  (^2  _  2  «2)  (^2  —  3  «2).  e^  ef- 
fectuant la  multiplication,  on  a 

y  =  x'^  —  6a^x^  +  6  a'^.         Mettant  x  -\-  h  k  là. 
place  de  x,  ....  ^  =  a;4+  4  x^A  -1-6  xVi^  +  4  xA3+  h'^— 

ôa^x^  — 10  a^a;h—ba^hP  + 6  a^ Donc 

yJ  —  y=4x^h-\-G  x^l^  -h  4  onh^  +  Ji^—  10  «2a;/i  _ 

5  «2/^2  .     et  en  ordonnant  par  rapport  à  h,  

y^  —  y  =  (4  073—  10  «2  a?)  /^  +  (6  0^2  —  5  «2)  ^2  + 
4  a:A3  +  /^4      d^^c 

yl y 

=  4  a;3  — .  10  «2  a;  +  (ti  a?2  —  5  a2)  ^  +  4  xh? 


7(> 

+  A^,.... Passant  à  la  limite,  le  coefficient  cliffôrentiel 

dy 

—  =  4  a;3 —  \0  d^  X  :  et  la  difFôrentielle  de  la  fonc- 
dx 

tion  y,  ovi  dy  =  [Ax^  —  1  Oa^  x)  dx. 

lOO.  Différentielles  successives. — Soit  y  une 
fonction  de  xi  en  la  différentiant,  on  obtient  un 
résultat  de  la  ioYmepdx.  Si  p  contient  a?,  on  trou- 
vera, en  différentiant  p,  un  résultat  représenté  par 
qdx  :  en  différentiant  q  à  son  tour,  il  viendra  un 
résultat  de  la  forme  rdx,  et  ainsi  de  suite.  Ces 
quantités  pdx,  qdx,  rdx,  &c.  s'appellent  les  dijff'é' 
rentielles  successives  de  la  fonction  y. 

Par  exemple,  soit  l'équation  y  =  ax-i.  Différen- 
tiant, onadi/  =  S  ax^dx.     Donc  le  coefficient  dif- 

dy 
férentiel  —  ou  /?  =  3  ax^.      Le   différentiant  à  son 
dx 

dp 
tour,  il  vient  dp=  6  axdx.     Donc  —  ou  q  =6  ax. 

dx 

Différentiant  de  nouveau,  dq  =  6  adx  ;     


dq 
et  —  ou  r  =  6  a. 
dx 

dy 
Comme   on  obtient  q    en  différentiant^  ou  —  , 

do: 
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et  en  divisant  ensuite  par  dx,  on  fait  q  = ;  ... 

dxi 

d'y 
de  même  r  = ,  et  ainsi  de  suite. 


ARTICLE     DEUXIEME. 


THÉORÈMES  DE  MAC-LAURIN  ET 
DE   TAYLOR. 


IIO.  Théorème  DE  Mac-Laurin. — Soit  y  uue 
l'onction  de  x.     Faisons 

y  =  A  +  Bx  +  Cx2+Da?3  +  Ea?4  +  &c.  (*)       (K) 

Différentiant,  et  divisant  par  dœ,  on  a    (109) 

dy 

—  =B  +  2Ca7+       3Da?2+         4  Ea;3  +  &c. 

dx 

(fy 

=  ....     -2  0+  2.  3  Da;  +     3.  4  Ex^  +  &c. 

dx^ 

(♦)  Voyez  note  C. 
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2.  3  D  +   2.  3.  4  Ex  +  &c. 


&c. 

Désignant 

par       {y)       ce  que  devient      y,     quand  x  =  0  ; 


par 


par 


.f 


dy^ 


dy 
ce  que  devient  —  ,     quand  a?  ==  0  ; 

d^y 


ydx^ 

d^y 

—    I  ce  que  devient — ,  quand  x=0,  &c.; 

dx'^  J  dx^ 


on  a,  par  les  équations  précédentes. 


{  dy\ 

W  =  A....    I  - 
l  dx  . 


{dhj 
=  B  ....  I  — 
Idx^  ] 


=  2  C  .... 


l.  (^x3  J 

d'où  A  =  (y)  ....B  = 


=  2.  3  D  ....  àc; 
dy 


1  r  d2y  \ 

....€=-  j—  I    .... 

2  l(/a:2j 


1    r  ^3^  1 

D= I  —  1  ....  &c. 

2.   3     L  dx'^  J 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  {K\  elle 
devient 


y  =  (y)  + 


■  dtj' 

1 

— 

œ+-  1 

l<fc. 

•2     l 

L&2  J 


79 


1      f  d^y  1 

I    —   I  ^3  +  &e.     (GO  ; 


2.  3    l  dx^  j 


/ 


telle    est  la  formule    de  Mac-Laimn,    ou    selon 
d'autres,  de  Stirling. 


Applications  de  cette  formule . 


111 . — I.   Soit  proposée  Téquation  y  = 


a+oc 


dx 


Diflférentiant(15),  dy  =  — 
l 


d'où 


dy 
dx 


[a  +  xf 
d^y       2  (a  +  x) 


{a  +  xf- 
différentiant  encore, 
2 


De  même. 


dx^        (a+a:)4        [a-\- xf 

^y  2.  3  (a  +  a^)2  2.  3 

dx^ 


...  et  ainsi  de 


(a +0^)6  (a+a:)4 

suite. — Faisant  a;  =  0  dans  toutes  cesjéquations,  on 


trouve  (y)  = 


dy 

^  dx 


^    r^y^  ^2^ 


2.  3 


&c.      Substituant  ces  va- 


leurs  et  celle  dey,  dans  la  lonnule  (C),  on  obtient 
1  l  œ        x^         ol"^ 


a  -{-  X        a        ffi       n^        af^ 

11^. — II.  Soit  y  =log.  («  +  x) ....  DifFôrcntiant 

dx  dy        1 

{17),  ....  di/= ;  d'où — = Donc    .... 

a+x  dx     a\+x 

d'y  1  ^'V  2  d^y  2.  3 


(y)  =  log«....   !   -  1   =-....    !  --  I 


dx^          {a-\-xf     dx^      {a  +  x)^        dx^         {a  +  x)^ 
&c.     Faisant  a;  =0,  alors 

r  dy^   _^         (d^y]  1 

V  dx  )        a         V  dx' 

f  dhj  1         2  (  d^y]  2.  3 

....    I   —  I   =-....    I   —   I   = ,    &c.  ; 

l  dxs  )       a^         l  dx^  J  «4 

et  en  substituant  dans  la  formule  {G) 

X  cr-  x^         x^ 

log  {a+  x)  =log  a  H 1 h&c. 

a         2  «2     3  «3      4  ^4 

Si  «  =  1,  alors  on  a  (*)  log  (1  +  x)  =  ^ 4- 

2 

(*)  Voyez  note  E,  Problème. 
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+  &c. 

3  4 


113.— III.  Soit  y  =  sin  {.v  +  a),     Différentiant, 

dy 
(20),  dy  =  cos  {x  +  a)  dx  ;  donc  —  =  cos  (a:  +  «)    .... 

dx 


d^y 
Conséquemment  (21),  —  =  — sin  [x  -f  a) 
dx^ 

d^y  d^y 

....  —  =  — cos(^+a).... — =  sin  (.r  +  a) 
dx^  dx^ 


d^y 
dœ5 


cos  {x  4-  a)  ....  &c. 


Soit  maintenant  x  =  0  :  alors  (y)  =  sin  rt  .... 


^dy'' 
—        =  cos  rt  ... 

=  —  sin  a 

.^d^y-] 

—      = — cos«. 
^dx\ 

... 

d'^y- 
^dxA^ 

=siîia .... 

fd5y' 

=  cos  z'^,  .... 

Idzs) 

& 

c. 

Donc,  d'après  la  formule  [G], 


X  X2 

sin  (.r  +  a)  —  sin  a  +  cos  a —  sin  <( 

1  1.  2 
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x-^ 


cosa 


+  sina 


+  cos  a' 


&c. 


1.2.3  1.2.3.4  1.2.3.4.5 

Faisons  à  présent  «  =  0  ;  alors  sin  «  =  0  ;  et  cosa  =  1  ; 

.3 


donc  sin  x  = 


+ 


1        1.  2.  3       1.  2.  3.  4.  5 


&c.     (*) 


114.— IV.  Soit  2/=  («  4-  ocy^    ....  On  en  tire  .... 

dy  =  m  {a+  o?)^— ^  dx  ;  d'où  —  =  m  (a+  a;)»»— l  ;  .... 

dx 


=  m(m— 1)  («  +  rr)^-2 


» 
=  m  (m  —  1)  (m  —  2)   («  +  xyn—s  ....  &c. 

Donc  si  a;  =  0,  (y)  =  a^i ....   |    —  \  r=:m  a  ^—^ 

Idx) 


(d2y 
{  dx2  J 


=  m{m  —  1)  a»»— 2 


—      =  m  [m  —  1)  (m  —  2)  a^—^ 
^dx^J 


&c. 


La  formule  (G)  donne  alors 


(*)  Voyeï  noteC,  IV,  ProWème  1er. 


ft:^ 


tn  {m  —  1) 
1.  2 


(m  —  1)  {m  —  2) 

■  «»i-^  x-^  +  &c. , 


1.  2.   3 
formule  du  binôme  de  Newton     (27). 

115.  Lemme. — Si,  dans  une  fonction  y  de  Xy 
la  variable  x  se  change  en  a:  +  h,  on  a  le  même 
coefficient  différentiel  lorsque  x  est  variable  et  h 
constant,  que  lorsque  h  est  variable   et  x  constant. 

En  effet  si  dansl'équation  y  —fx  (8),  on  fait  x  = 
X  +  A,  et  si  Ton  a  alors  y'  =/  [x  +  A),  par  la  diffé- 
rentiation  on  obtient  dy^=f  [x  +  h)  d  {x  +  h)  [D). 
Si  dans  cette  équation  on  suppose  x  variable  et 
h  constant,  on  aura 

dy' 

dy  y  =f  {x  +  h)  dx  ;  d'où  —  =/  (a;  +  //)      (  £'). 
dx 

Si  au  contraire  on  suppose  h  variable  et  x  constant, 

dif 

dy'  =/  [x  +  //)  dh  ;  d'où  —  =  /'(x  +  A)      {F). 
dh 

De  la  comparaison  des  deux  équations  [Ë)  et  {F) 

dy'     dy' 
on    doit  conclure   que — =  —  ,    c'est-à-dire  que 
dx      dh 

ces  coefficients  différentiels  sont  égaux:  c.  q.  f.  d. — 
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d'y'      â^y' 

De  même = ....  &c. 

dx''-       dh^ 

116.  Théorème  de  Taylor. — Soit  y  une  fonc- 
tion de  a:  ;  et  soit  yl  une  fonction  deo?  +  A.  En  ex- 
aminant les  fonctions  de  x  +  A  contenues  dans  les 
nos.  104,105,106  et  108,  on  veiTa  que  l'on  peut 
supposer 

y'  =  y  +  Kh  +  BA2  +  CA3  -|-  D/*4  +  &c.  [H\ 

A,  B,  C,  &c.  étant  des  fonctions  inconnues  de  x 
qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Différentiant  donc  par  rapport  à  /f,  et  divisant 
par  dh, 

dyl 

—  =  A  4-  2  BA  +  3  CA2  4-  4  Dh^  +  &c.     (/)  j 

dh 

différentiant  de  même  l'équation  {H)  par  rapport  à  x, 
et  divisant  par  dx,  on  aura 

dy  '    dy     dK         dE  dC 

—  =  — +  — h+  —  h^+  — h^  +  &c.   (J). 
dx       dx      dx  dx  dx 

Les  premiers  membres  de  ces  deux  équations 
étant  égaux  (115),  les  seconds  membres  doivent 
l'être  aussi  :  égalant  donc  (*)  entre  eux  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  h,  on  trouvera 


(*)  Voyez  note  C. 
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dy  dK        1    d^y  dB       1     d^y 

A  =  — ....  B  = = ....  C  = = 

dx  2  dx       2    dx'^  8  dx     2. 3  dx^ 

....  &c.  Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (H),o\\  a 

dy         d^y  Ir'      d^y      h^ 

y'=y+  —  h  + + +&C.       {T), 

dx        dx^l.2     dx^l.2.S 
ce  qui  est  la  formule  de  Taylor. 

1  ly.  C'est  sur  ce  théorème  que  Lagrange  a  ba- 
sé sa  méthode,  mais  il  y  parvient  par  des  considé- 
rations purement  algébriques,  et  sans  recourir  aux 
limites,  ou  aux  infiniment  petits. 


Applications  de  cette  formule. 


118.— I.  Soit  y  = 

Va:  ....  ety^=  ^x  +  h  ....Donc 

dy      l              11 

6/2y           1                     11 

_                         ^—3  _ 

dx     2             2    V^ 

dx'^         4                  4    V^3 

d^y      3  3    1  d^y  15  15    1 

dx^      8  8  VP       c^4  16  16  Vi7 

....  &c.    Substituant  ceî^ valeurs  dans  la  formule  (7^, 
on  a 


8(i 


Va:  +h=  Va^-i "'^  —  ""T"  ^c- 

2  ^x        8  Va;3      16  Vx^ 

119, — IT.  Soit  3/  =  cos  07  ....  et  y'  =  cos  {x  +  h).,.. 
Donc  (20,  21) 

d]/  cVy  à^y 

—  =  —  sina?.... —  =  — ^  cos  .r  ....  — =  sin  x    

dcc  dx^  dx'-^ 

d^y  d^y 

—  =  cos  X    ....  —  =  —  sin  a?  &c. 

dx'^  dx^ 

Substituant  clans  la  formule  de  Taylor,  on  obtient 

h  7/2 

cos   (a?  +  ]t)  =  cos  x—  sin  a: cos  x h 

1  1.  2 

7i^                               lâ                                Jl5 
sin  .v  +  cos  X sin  x 


1.2.3  1.2.3.4  1.2.3.4.5 

—  &c. .. — Soit  a?  =  0  ....  alors  sin  a?  =  0,  et  cos  x  =  l 

Donc  cos  A  =  1 1 &c. 

1.2      1.2.3.4 

l^O. — m.  Soit  y = sin  a?  ....et  y^= sin  (^'4-7/).  Donc 

dy  d^y  dhj 

—  =  cos  X  ....  —  =  —  sin  a?  ....  -—  —  —  cos  x 
dx  dx^  di\? 

d^y  d^y 

—  =  sin  X  ....  —  =  cos  .r  ....  &c En  substituant, 

dx^  dx^ 


S7 


h  '  11' 

sin  (.r  +  11)  —  sin  .r  +  cos  r sin  x 

1  1.2 

A3  A4  h? 

cos  X +  sin  X h  cos  x 


1.  2.  3  1.  2.  3.  4  1.  2.  3.  4.  5 

—  &c (tO,  *     • 

ou,  en  mettant  sin  x  et  cos  x  en  évidence, 

A2  A4 

sin  (a?  +  A)  =  sin  x  (1 1 &c.) 

1.   2       1.  2.  3.  4 

A^  A-5 

4-  cos  a?  (A 1 &c.)     (F). 

1.2.3    1.2.3.4.5 

Soit  maintenant  a?  =  0  ;  l'équation  (  Z7)  devient 

A3  A5 

sin  A  =  A + &c.     (113) 

1.  2.  3       1.  2.  3.  4.  5 

Substituant  dans  l'équation  (  F),  on  a  donc      (119) 
sin  (a?  +  A)  =  sin  x  cos  A  +  sin  A  cos  a?. 

lîîl.  Pour  l'application  de  la  Méthode  des  Li- 
mites à  la  détermination  des  points  singuliers  des 
courbes,  à  celle  des  courbes  osculatrices,  &c.,  on 
peut  consulter  les  Traités  de  Lacroix,  Boucharlat, 
Hind,  &c. 

FIN.         * 


NOTES. 

NOTE   A. 

Du  Binôme  de  Newton. 


Le  110-  27,  page  20,  contient  une  démonstration 
de  la  formule  suivante,  due  à  Newton  ; 

m  m  {m  —  1) 

[a  +  5)m  =  a»i  +  —  «»*-!  b  + a^-^  b^  + 

1  1.  2 


7n  {m 

— 

1)  {m  - 

-2) 

-n^-^&c; 

1. 

2.   3 

ou 

m  àP^  m  {m  —  1)    «''* 

la  1.  2         «2 

m  {m  —  1)  (w—  2)  a^  m  {m—  1)  (w— 2)  (wî— 3) 

b^  + 

1.  2.  3  a^  1.  2.  3.  4 

N 
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a"*  m  {m  —  l){m  —  2)  {m  —  3)  {m  —  4)  a^ 

^li+ ^5+ &C. 

«4  1.  2.  3.  4.  5  «5 

ou 

m  b       m  (m  —  1)  I/^ 

(a  +  h)^  =à^(l  + + + 

la  1.  2        «2 

m  {m  —1)  (w2— 2) b^     m  [m  —  l)  [m  — 2) {m  —  S)b'^ 

+ + 

1.  2.  3  «3  1.  2.  3.  4  «4 

m  {m  —  ])  {m  —  2)  (m  —  3)  {m  —  4)  b^ 


1.  2.  3.  4.  5  a5 


•+&c.).(P). 


Applications  de  cette  formule. 


I.  Développer  [a  +  x)—'^  .... 

Ici  b—Xy  etm  =  —  1  ....  Donc  d'après    la   for- 
mule (P), 

a:          x^  x^ 

(a  +  a?)-l=:a~l(l  —  1  — +  1 1  — + 


a:4  1  X        x"-       x^      x^ 

1 &c.)  =  — (1 + + &c.)  = 

a^  a  a        cfi        a^      câ 
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X2  X3  XA 

4- 4- &c. 


a^       a'^ 


a^       a-^ 


II.  Développer  (1  +  a:'^)-^ 

Alors  «  =  1,  ô  =x-,  etm  =  —  1.      Donc,    selon  la 
formule  (P), 

X^  X  oc^ 

(1  +  a;2)-l  =  1-1(1  —  1  —  +  1 1  —  +  &C-)  = 

1  1  1 

1  —  a;2  +  a?4— .a?6+  &c. 

III.  Développer  (1  —  x"^)^. 

a=l,  b  =  —  a;2,  et  m  =  J  .     La  formule  (P)  donne 
alors 

1     a;2  1  a:^         1    o?^ 


(^1  —  a;2)i  =  H  (1 


2    1 


8    1        16  1 


5    x^  7    xio 

128    1         256  1 


1 


a?2        a?4 
2         8 


5x^ 


7  x^^ 


—  &c. 


16        128      '  256 
IV.  Développer  (1  —  a;2)--i. 
<ï  =  1,  i  =  —  a;2j  772  =  —  i  .     Donc 

1  0^*2       13  a:4 

(1  _-  j;2)-|  =  1-i  (1+ +  —  . + 

2  1        2      4    1 


02 


1  3      5  a?6 

—  .-. +  &c.)  = 

2  4      6     1 

1  13  13      5 

1  +_a?2+~.— .a?4  +  — .  — .  — a;»+  &c.  = 

2  2      4  2      4      6 

a:2      3  a:4       5  a?6       35  a:^ 

14.—.  + + + +  &c. 

2  8  16         128 

V.  Développer  (z  —  x^)i. 

Alors  a=:z,b:=:  —  x^,  et  we  =  J  .       Donc,  par  la 
formule  (-P), 

1  0:2        1    a;4         i   ^Q 

2  a?         8   0:2       iq  ^^ 

5    a;8         7     X^^ 

&c.)  = 

128  x^       256  «5 

X       a;^        x^        6  iv'^        7  x^ 

^è(l &c). 

2        8        16         128         256 

VI.  Développer  {x  —  a?2)— |. 

Ici  rt  =  X,  J  =  —  a:2^  ?/i  =  —  J- .     Donc  (IV), 

1  3  5 

[x  -—  :r2)-à  =  or-i(l+--a:+--:i:2+  —  rc3  + 

2  8  16 
35 

—  0:4+ &c.). 
128 
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VII.  Développer  (a^  —  x^jl 
=  «2,    b  =  —  aP,  m  =  h  .     Donc 


a:=a 


(a'-  — ^2)j:=(«2)i(i_ 


2   a^        8    «4       16  a^ 


5     a?8 

&c.) 

128  «8 


aP 


0^ 


oc^ 


5a?8 


a(l 


&c.) 


2  «2        8  «4        16  «6        128  «8 
VIII.  Développer  (p2  +  4  yS^j 
Ici  a  =  jt?2^  5  =  4  y2^  et  m  =  J  .    Donc,  par  la  for- 
mule (P), 

1  4y2        1  16  2/4 

(p3+  4  y2)è  =  (^2)1  (1  + + 

2  i?2  8     ^4 

I  64  y6        5     256  y^ 

+&c.)  = 

16   ^6         128     ^8 

2y2         2  2/4        4^5        10^8 

^  (1  + + +  &c.)  = 


^. 


^4  p^ 


P' 


2y2       2  3/4       4  2/6        10  3/8 

p  + + +  &c. 


P 


pZ  p% 


p' 
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NOTE  B. 


DES    DIVERS    SYSTÈMES    DE     LOGARITHMES. 


On  sait  que  les  logarithmes  en  général  sont  des 
exposants  en  progression  par  différence  (ou  arith- 
métique) de  termes  en  progression  par  quotient  (ou 
géométrique). 

Il  suit  de  cette  définition  qu'il  y  a  une  infinité  de 
systèmes  de  logarithmes.  On  emploie  plus  parti- 
culièrement les  logarithmes  ordinaires,  et  les  lo- 
garithmes naturels. 

Le  système  des  logarithmes  ordinaires  ou  de 
Briggs  est  celui  dans  lequel  10  a  1  pour  logarithme, 
et  dont  0,4342944819  &c.  est  le  module.  Ce  sont 
ceux  des  tables  de  Lalande. 

Le  système  des  logarithmes  naturels  ou  de  Né- 
per  (Napier)  est  celui  dans  lequel  10  a  2,30258509- 
2994  &c.  pour  logarithme,  et  dont  le  module  est  1. 
On  appelle  communément  ces  logarithmes  hyper- 
boliques, à  cause  de  l'analogie  qu'ils  ont  avec  les 
espaces  compris,  dans  une  hyperbole  équilatère, 
entre  l'asym^^tote  et  la  courbe,     (Voyez  n^-  79). 

Le  module  est  le  rapport  qui  existe  entre  les  dif- 
férents systèmes  de  logarithmes.     Le   système  que 
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l'on  prend  pour  terme  de  comparaison  est  celui  de? 
logarithmes  hyperboliques,  qui  a  1  pour  module. 
Ainsi  on  trouvera  le  module  de  tout  autre  système 
en  divisant  le  logarithme  de  10  dans  ce  système, 
par  2,302585092994  &c.,  logarithme  hyperbolique 
de  10.  Par  exemple,  le  module  0,4342944819  &c. 
des  logarithmes  ordinaires  s'obtient  en  divisant  1, 
logarithme  tabulaire  de  10,  par  2,302585  àc. 

On  voit  par  là  qu'ayant  le  logarithme  hyperbo- 
lique d'un  nombre,  on  doit,  pour  en  avoir  le  loga- 
rithme ordinaire,  multiplier  le  logarithme  donné 
par  0,43429  &c.,  module  des  logarithmes  tabulaires. 

Problème. — Trouver  le  logarithme  de  l  +  x, 

(*)    Soit  log  (1  +  oc)  =  Arc  +  Bx^  +  Cx^  +  &c (1) 

Soit(l  +  x)m=r-\-z (2) 

Soit  log  (1  +  ^)  =  A?  +  B^2  +  Cz^  +  &c (3) 

Mettant  les  logarithmes  dans  l'équation  (2),  on  a 
log.  (1  +  a?)»i  ou  m  log  (1  +  a?)  =log  (1  +  z)  ....  (4) 
Donc,  d'après  les  équations  (1)  et  (3), 

mAx+«iBa:2  4-mCx3+ &c.  =A2:  +  Bz'*-hC2'4-  &c.    ..    (5) 

Mais  de  l'équation  (2)  on  tire  encore  z=z{\  +x)^* —  1, 
et  en  développant  (1  +  x)^  par  le  binôme  de  Newton, 

m  {m  —  1)  m  {m  —  1)  (m  —  2) 

z=z  mx  + a:2  + x^+  &c. 

1.  2  1.  2.  3 

Substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  (5), 
on  a  enfin 


(*)  Voyez  note  C. 


9(; 


mAx  -H 

m  Bx 

^  +                     m  Ct3 

+  &C.  =: 

m{m —  1) 

m  Ax-\ A 

1.  2 

///.(///,— 1)  (m  — 2) 

X2  +  -: A 

1.  2.  3 

a:3  4-&c. 

+               m2B 

+      m^  (m  —  1)     B 

+  &C. 

+                     m3     c 

+  &C. 

Divisant  tous  les  termes  par  m, 

Ax  +              Bx^  -h                              Cx^  +  &c.  = 

7n  —  1 

Aa:  + A 

2 

(m  —  1)  {m  —  2) 
2.  3 

X3  +  &c. 

+        m  B 

+           wi(w— 1)B 

4-  &c. 

+ 

rfC 

-f&c. 

m  —  1 
Donc  A  =  A  .... A  +  m  B  =  B  ;  ....  donc 


m  —  1 
mB  —  B  = A';  ou 


{m  —  1)  B  =  —  [m  —  1)  —  ;  donc 

2 

m  —  ]   A  A 

B  = = ....  On  trouvera  de  même 

77Z  —  1    2  2 


C  = — . .  Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (1). 
3 


m 


log  (l-\-x)  =  Ax + &c.  = 


x2      a?3 

A{œ + &c). 

2        3 

A  est  le  module.  Si  on  le  suppose  égal  à  1,  on  aura 
les  logarithmes  hyperboliques  ;  si  on  le  fait  égal  a 
0,43429  &c.,  on  aura  les  logarithmes  ordinaires. 


NOTE   C. 


Méthode  des  Coefficients  indéterminés. 


On  sait  qu'une  série  ou  une  suite  est  un  assem- 
blage de  termes  qui  vont  en  augmentant  ou  en  di- 
minuant de  valeur,  selon  une  certaine  loi. 

La  série  dont  les  termes  vont  en  augmentant  de 
valeur  se  nomme  divergente,  et  celle  dont  les  termes 
décroissent  s'appelle  convergente.  Une  suite  di- 
verge ou  converge  d'autant  plus  rapidement,  que 
chaque  terme  croît  ou  décroît  plus  sensiblement  à 
l'égard  de  celui  qui  le  précède. 

La  Méthode  des  Coefficients  indéterminés  a  pour 
but  de  réduire  certaines  fonctions  algébriques  en 
séries. 

o 
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1®'-  Exemple. — Soit  propofié  de  trouver  en  série  la 

1 

valeur  de . 


1  —  X 

1 


Faisons =  A  +  Bo:  +  Ca:2  4-  Dx^^  +  &c,    (O)  j 

1  —  X 

A,  B,  C,  D,  &c.  étant  des  coefficients  dont  la  va- 
leur soit  indéterminée,  et  tels  qu'ils  ne  renferment 
pas  X. 

Otons  le  dénominateur  du  premier  membre;  alors 


1  =  A  +  B 
—  A 

Transposons  1  ; 

0=         A  +  B 
—  1— A 


x  +  C 
—  B 


x+C 
—  B 


D 
C 


0:2  +  D 

—  C 


x^  +  &c. 
—  &c. 


x^  +  &c. 
—  &c. 


(a?  est  sous-entendu  après  ~A;  a:^,  après  —  B,  &c.) 
Puisque  tout  le  second  membre  se  réduit  à  0,  éga- 
lons chaque  colonne  de  coefficients  àO;  nous  aurons 

A  —  1=0;  donc  A  =  1  ; 

B  —  A  =  0;  donc  B  =  A  =  1  ; 

C  — B=0;donc  C=B  =  1; 

D  — C=0;doncD  =  C  =  l; 

et  ainsi  de  suite. 

Substituons  ces  valeurs  dans  Téquation  (O): 

1 


=  1  +x+a;2+^3  +  &c. 


1 
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Remarque, — Voici  comment  on  peut  démontrer 
que  dans  Téquation  0  =  A  +  Ba?  +  Ca?2  +  Da?3  +  &c. 
chacun  des  coefficients  A,  B,  C,  D,  &c.    est   nul. 

En  effet,  cette  équation  devant  avoir  lieu,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  x,  supposons  a?  =  0.  Elle  se 
réduit  alors  à  0  =  A  :  et  comme  A  est  indépendant 
de  a?,  ce  terme  sera  donc  encore  nul,  lorsque  x  n'é- 
galera pas  0.     L'équation  se  réduit  donc  à 

0  =B^  +  C^2  +  D^-3  +  &c. 

Maintenant  supprimons  le  facteur  commun  x  ; 
il  reste  0  =  B  +  C^  +  Da:^  +  &c. 

Appliquant  à  cette  équation  le  raisonnement  pré- 
cédent, nous  trouverons  B  =  0  ;  et  ainsi  de  suite. 


2nd.  Exemple. — Réduire  en  série  Vl  +x. 

Soit  -^T+x  =  A  +  Ba:  +  Ca;2+  Dx^  +  Ex^  +  &c. 
Elevant  les  deux  membres  au  carré, 

+  2BD 


l  +  «  =  A''+2ABa:+      B2|x2-f-2BC 
+  2A0       +2  AD 


-f2AE'    +&C. 


Egalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de 
X  dans  les  deux  membres,  ....   A^  =  1  ;  donc  A  =  1. 


1  1 

2  AB  =  1  ;  donc  B  = =  - 

2  A       2 


1.00 

B2  1 


2  AC  +  B2  =  0;  aoncC  = 


^AD  +  2BC=0;  doncD 


2  A  8 

BC        1 


A       16 
2AE  +  2BD  +  C2=:0;  donc2  AE=— 2BD  — 

115  5 

C2  = = ;  donc  E  = 


16        64  64  128 

Donc,  en  substituant  dans  la  première  équation, 

X  a?2      a:^         5  a;'* 


Vl  +  a?  =  l+ + +  &c. 

2         8        16        128 

ProTblètnes  n  résoudre» — Réduire  en  séries 

a                    1  +207  \-\-  X 

1. ....  IL ....  III. 


a-\-x  1  — X— -0:2  (1— a?)3 


«2 

IV.  — ....  V.  vrRc2 


VI.   Vu-  a?  +  a?2  +  a;3  +  &c VIL  Va2  —  a?2  .... 

(^ — X2  1 

VIII. ....  IX. 


a  +  hx  —  a;2  Z  x  —  x^ 
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Applications  de  la  Méthode  des  Coeffleients 
indéterminés. 


I.  l^éeompositioitê  des  \fvtictions. 


Problème.  —  Soit  proposé   de   décomposer  la 


fraction en  la  somme  de  deux  autres 

fractions  telles  que  chacune  ait  pour  dénominateur 
l'un  des  facteurs  du  dénominateur  de  la  fraction 
donnée. 

072  A  B 

Faisons = h = 


(x  —  a)  {x  —  V)      X  —  a       X  —  b 

en  réduisant  au  même  dénominateur, 

Ai  —  Ab+Bx  —  Ba 

=: j  et  ôtant  le    dénojminateur 

(x  —  a){x  —  b) 

commun, 

x^  =  Aa:—  Ab  +  Bx~  Ba  =  {A+B)x—Ab  -Ba. 
DoncA  +  B=a;;  ....  et  — Aô— Ba=0.  De  la 
première  équation,  on  tire  A  —  x  —  B  ;  substi- 
tuant dans  la  seconde,  —  bx  +  Bh  —  Ba  =  0  j  donc 


B{b  —  a)  =  bx  ;  donc  B  = 


Donc  A=oc  —  B  =  X 


ax  ax 
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hx 

0 

h  — a 

hx          hx  - 

-  ax  —  hx 

h  —  a  h  —  a 


h  —  a       a  —  h 
Donc  enfin 


ax  hx 


x'i 


a  —  h       h  —  a 

+ 


{x  —  a)  [x  —  h)      X  —  a       x  —  h 
ax  hx 


{a  —  h)  (x  —  à)      (J)  —  a)  {x  —  h) 

On  peut  s'assurer  de  l'exactitude  de  ce   résultat, 
en  réduisant  le  tout  au  même  dénominateur. 

Problèmes   rî   rèsotuitre, — Décomposer    les 
fractions 

x+  c                                             2  a  — X 
I IL . 

{x  —  a){x  —  h)  «2  _  ^2 

II.  JfKethode  inverse  des  séries  au 
retour  des  suites. 

Quandla  valeur  d'une  quantité  .r  est   exprimée 
en  une  série  des  puissances  d'une  autre  y,  il  est  sou- 


10.3 


vent  nécessaire  de  trouver  la  valeur  de  la  seconde 
quantité  y  en  une  série  des  puissances  de  la  pre- 
mière Xy  et  c'est  ce  que  l'on  appelle  Retour  des  Sé- 
ries. 

On  peut  pour  cela  employer  la  Méthode  des  Co- 
efficients indéterminés.     Voici  la  manière  d'opérer. 

Supposons  que  l'on  ait  une  série  exprimant  la  va- 
leur de  x  en  puissances  de  y. 

1°'  On  égale  y  à  une  série  des  puissances  de  x, 
multipliées  par  des  coefficients  indéterminés. 

20-  On  substitue  cette  valeur  de  .r,  et  celle  de 
ses  différentes  puissances  dans  la  série  proposée. 

3°  On  en  déduit  la  valeur  des  divers  coefficients 
indéterminés,  et  on  substitue  cette  valeur  dans  l'é- 
quation exprimant  y  en  puissances  de  x. 

Exemple. — Soit  x=  ay  -\-  by'^  +  cy^  +  dy^  +  &c  : 
(/?),  trouver  y  en  une  série  des  puissances  de  x. 


Solution. — Faisons  y  =  Ax  +  B 


X*  +  &c. 
On  aura  donc 

+  &C. 
+  &C. 
+  &C. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'écpiation  proposée, 
on  a 


a;2  +        C 

a;3+         D 

+  2AB 

+        B^ 

+  2   AC 

A3 

-f-3  A^B 

A^ 
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X- 

=  aAx-f    «B 

X-+      a  G 

xs-h          «D 

**  +    &CC. 

+  b  A, 

+  26AB 

+        6  Bz 

+  2     6AC 

+  &c. 

-h      cA3 

+3   c  A=B 

4-  &c.       - 

+     d     A' 

+   &C. 

1 
D'où«  A  =  1  ....  A=  — . 
a 

h  h 

«  B  +  6  A2  =  0  ....  rt  B  = ....  B  = . 

«2  a3 


/«C=— 2JAB  — 6A3  = 


2  Z>2  —  «c 


a^  a^  a^ 


D=  —  J  B2—  2  i  AC  —  3c  A^B  —  dM 

P       4  ^,3  _  o  ahc      3  Z'c         t/ 


«°  «-^ 


5  Z»3  —  2  «7;c  —  3  ahc  +  a^t/ 


D 


«6 


5  J3  —  5  ^^^^  _}.  ^f2^ 


a' 


Substituant    enfin  ces   valeurs  de  A,  B,  C,  D, 
dans  l'équation  [R), 
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1  b  2Ô2 — ac 

y  c=  —  X Z2  ■\- 2-3  — 

a  a^  a^ 

Ht  b^  —  5  abc  +  a^d 

x4  4-  &c. 

JProJbtètnes  à  mè&oudre. — Supposant 

I x  —  y  —  y^ +y^  —  y^-h&c. 

y^     y^     y^ 

II a?  =  y4-— +  — +  — 4-&C. 

2        3         4 

y  3/2         2/3  ^ 

III oc=2 4- 4.&C. 

a         2  «2      3  «3         4  «4 

trouver  y  eri  puissaiices  de  x. 

III.  Jf^emonstmtioni  générale  du 
Binôme  de  %Vetvton, 


Soit(l  +  ^)  =1  +A^-+B:r2  4. Cx3  4-0.^4 +  &C.    (1) 

m 

et  (1  +  y)"*  =  1  +  Ay  +  Byi  +  Cy^  +  Dy^  4-  &c.  (2) 
1  1 

Soit  encore  (1  +  x)  =  ?^  ....et  (1  +2/)   =   î;  (3) 

p 
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n 

Donc  w"»  =  (1  +  0:)  =1+Aa;+Bx2+Cx34-Dar4+&C.(4) 


et  î;'^=  (1  +  y)  =l+Ay+B2/2+Cy3+Dy4+&c.(5) 
Donc  11"^  —  v"»  =  A  (x  —  y)  +  B  (a:2  —  y^)  + 

C  (^3  —  2/3)  4.  D  (3.4  _  y4)  +  &c.  (6) 

n 

Deplus(3)....w"=(l4-^)    =l+a:....etî;'»  =  l+y;(7) 

donc  w**  —  1;^=:  a:  — y   (8) 

Donc,  en  divisant  l'équation  (6)  par  l'équation  (8), 


=  A  +  B  (x  +  y)  +  C  (x2  +  a:y  +  2/2)  + 


i^n  —  2;n 

D  (x3  +  x2y  +  xy2  +  y3)  +  &c (9) 

Divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  ii  —  v, 
on  a 


«»*"-l    +    W'^— 2  ^  4.  |^n~3  t;2    .,,,    4.  1^  î;n— 2  4-  î;71— 1 


(*) 


(•)  En  divisant  u^  —  v'  par  u  —  »,  on  trouve  u-\-  v  pour   quo- 
tient ;  ....  tt^  —  V',  par  u  —  r,  on  a  u'  +  uv  -^  v'  ; 
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=  A  +  B(.r+y)  +C  (a:^  +  a?y +y2)  4- 

D(^3  +3:2^ +  a;y2  +  y3)  +  &c (10) 

Dans  les  égalités  (3),  soit  ^  =  y,  alors  u  =  v.    Dans 
cette  supposition,  l'équation  (10)  devient 

=  A  +  2Ba?  +  3Ca:2+4D^3  +  &c.  = (11) 


(en  multipliant  par  u  les  deux  termes  de  la  fraction 


nu^—^ 


u*  —  V* 


Chaque  quotient  contient  autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans 
le  degré  du  dividende  ;  de  plus  l'exposant  de  u,  dans  chaque  terme 
du  quotient,  est  égal  à  ce  degré  du  dividende,  moins  le  rang  du  terme  ; 
et  celui  de  v  est  égal  à  ce  rang  diminué  d'une  unité. 

m      m 
Donc  si  l'on  divise  u  —  v   par  u  —  v,    on    aura   un  nombi'c  m  de 

termes;  l'avant  dernier,  ou  le  terme  m —  1,  sera  donc 

m — m+1  m — 1 — !        m — 2  m — m  m — l 

u  V  =uv         ,  et  le  dernier  m  sera  u         v         = 

m — l 
V         .    Donc  enfin 

TTi         m 

u    —  V        m — 1        m — 2  m — 3  2  m — 2       m — 1 
=  u         4-w         u+u           V ...  4- wt)  4-v 

u  —  V 
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On  a  encore,  en  faisant  disparaître  le  facteur  un 
du  dénominateur  de  la  dernière  fraction  (11), 


m 


—  ww*  =  wn(A  +  2Ba:  +  3Ca?2  +  4  Dx3 +&C.)  ...  (12) 
n 

Substituant  les  valeurs  de  u^  et  de  un,  tirées  des 
équations  (4)  et  (7),  on  obtient 

mm  m  m 

n      n  n  n 


A  +  2B 

+     A 


X  -f  3  C 
+  2B 


a;^ 


4-4D 
+  3  C 


x^  4-  &c. 

+  &C. 


(13) 


m 
D'oùA=  — . 


m  m 

2B+A=— A  ....  2B  =  — A  —  A 

n  n 


m 


m 


r  m 


n  }        n 


—  1 


m 
n 


r  m         ^ 

1 

n 


B  = 


m  m 

3C  +  2B=  — B...3C  =— B— 2B: 
n  n 


B 


m 


n 


l'JU 

m    \     m  ^.     f  ;/2 

_    I 1    i     |_-.2 


m   f  m  ']     (m  ~] 

—  I  —  —  1  I— --2    ! 


C  = 


I 

71      [^    71 


2.  3 


m  771 

4  D  4-  3  C  =—  C  ....  4D  =  —  C  —  3C  = 

n  n 


m   f  771 

-  i  — 1 

771  ^         ^i     L  '^ 


771 


—  Q 


(m      J 

I 3  I 


2.  3 


D  = 


-1 1   I 

71  y  n  J 


771 


—  2 


f  7;^  1 

I 3   1 

l   n  J 


2.  3.  4 


Substituant  enfin  ces  valeurs  des  coefficients    .... 
A,  B,  C,  D,  dans  Téquation  (1), 

m  (  771  1 

1  -  I  --1   I 

n  7/1  71     [^    71  J 

(1  +2:)  =l+—x+ ^'^  + 

n  1.  2 
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m    (m  \    {  m  "| 

-   I  -~1   I     I  --2   j 
n    y    n  J     L  7*  J 

— r x3  4- 

1.  2.  3 


m  (  m  If^  If^  1 

-  I 1    I    I 21     I 3   j 

x^  -f  &c.  (14) 

1.    2.  3.  4 

IV.  IProhlètnes  de  Trigonométrie» 

Problème  lei^ — Trouver  la  valeur  du  sinus  d'un 
arc  en  fonction  de  cet  arc. 

Solution. — Soit  Parc  da—s;  (Fig.  5<^)  soit  le 
sinus  ap  =  x,  alors  ai  —  ds,  et  io  =  dx  :  soit  encore 
le  rayon  =  1.  Les  deux  triangles  acp,  aio,  sem- 
blables parce  que  leurs  côtés  correspondants  sont 
perpendiculaires,  donnent  la  proportion 

ca  :  ai:  :  cp  -.  io,  ou  1  :  ds::  cos  s:  dx  =.  cos  s.  ds. 


Or  cos  s  =  Vi  —  sin2  g—  Vl  — "^     Donc  

(Z^  =  Vi_a:-^  X  c^5,  et  dx''-  =  (1  —  a:2)  c^^^  (72) 

Soit  maintenant 
x  =  A5+B«'^  4-C53  +  Ds^  +E.s5-fF5«4-G57+&c. 

Différentiant,   c^o:  =  (A  +  2  B5  +  3  C^'^  +  4  D^^ + 
5  Es**  +  6  F.y^  +  7  G.s^  +  &c.)  ds. 
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Substituant  ces  valeurs  de  dx  et  de  x  dans  l'é- 
quation (R),  et  divisant  chaque  membre  par  ds^,  on 
obtient 


2°d.  membre. 


1®^-  membre. 


t:d 


>    W    W    > 
O    O    O    U 


>    W 


W    ^ 


W    U    Q    U    t?d 


î^     ??     9?     ?p     9p 
o       o       o       o       o 


+   + 


0»9 

+ 

+ 

+ 

05 

•^ 

W 

> 

w 

^ 

O 

^lO 

+ 

+ 

+ 

+ 

i;:^ 

o 

Ci 

*^ 

1—^ 
O 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

C;» 

00 

co 

OD 

Ot 

^^ 

+ 

Ci 

+ 

O 

+ 

+ 
o 

+ 

Ci 

> 

^ 

td 

> 

^ 

%, 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

<ï 

1— ' 

1— 1 

1— 1 

Cl 

S 

M 

> 

o 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

r 

9P 

r 

r 

r 

r 

r 
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Donc  A-'  =  1  ....  A  =  1.      4  AB  =  0  ....  B  =  0. 

1 

6  AC4-4   B2  =  — A^  ....  6  AC=— l....C= . 

6 

8AD  +  12BC  =  — 2  AB  =  0  ....  D=0 

10  AE  4- 16  BD  4-  9C2  =  —  2  AC— B2 ....  10  AE  = 

9       13       1                 1 
—  9C2  — 2AC= +  — =  — =— ....E= 


36      3       36     12  120 

12  AF  +  20  BE  +  24  CD  =  —  2  AD  —  2  BC  =  0 
....  F=0 

14  AG  +  24BF  +  30CE4-16  D2=:  — 2  AE  — 
2  BD  —  C2  ....  14  AG  =—  2  AE  —  C2  —30  CE  = 

1111  1 


60       36      24  360  5040 

Donca:  =  4' H h  &c.  ou 

6      120      5040 

s  s^  s^  s'' 

x  = + +  &c. 

1        1.2.3     1.2.3.4.5     1.2.3.4.5.6.7 

Problème  2^*^ — Trouver  de  même  V expression 
du  sinus  d'un  arc  en  fonction  de  cet  arc,  en  retour- 
nant la,  série  trouvée  au  n'^-  86  .... 
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x^      3  a?5      5  x^ 

s=x+—+ — + — +&C.  m 

6         40         1]2 
Solution, — Soit 


(M) 


£  =As  +  B 

^+  c 

^3+          D 

s^+        E 

^+  &c. 

x^  = 

A3 

+  3A2B 

+  3AB2 
+  3A2C 

4-  &c. 

X5  = 

A5 

+  &c. 

Donc  en  substituant  dans  l'équation  donnée  (X), 


=  A*  +  B«2  + 


+ 


C 

/+      D 

A3 

A2B 

— 

+ 

6 

2 

54  + 


E 
AB^ 


2 
A2C 


2 
3A5 


40 


s^  +  &c. 

+  &C. 

4-&C. 


A3  1 

A=l      B=0     C= = =D  0 

6  6 


A2C       3  A5 


E  = 


40 


1         3  1 

12       40      120 


Donc  X  =  s + &c.,     comme  dans  le 

6      120 

problème  précédent. 
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